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Introduction

Ce document présente une sélection des activités de recherche que j’ai menées a |’ Institut
National de Recherche en Informatique et Automatique (INRIA) de Lorraine et au Laboratoire
Lorrain de Recherche en Informatique et ses Applications & Nancy depuis mon doctorat en
2003, en collaboration avec Amine Boumaza, Olivier Buffet, Eugene Feinberg, Victor Gabillon,
Bernard Girau, Matthieu Geist, Mohammad Ghavamzadeh, Jorg Hoffmann, Jefferson Huang,
Alessandro Lazaric, Boris Lesner, Shie Mannor, Julien Perolat, Marek Petrik, Olivier Pietquin,
Bilal Piot, Manel Tagorti, Christophe Thiéry et Cesar Torres-Huitzil.

Dans mes recherches, je considere un probleme d’optimisation, le contrale optimal stochas-
tique, que 'on rencontre dans diverses disciplines (et sous diverses appellations!), notamment
en recherche opérationnelle, en automatique (on parle alors plutot de “commande optimale”),
en économie (“théorie de la décision séquentielle”), et en apprentissage automatique (“appren-
tissage par renforcement” ). Mes travaux se sont particulierement porté sur la variation a temps
discret de ce probleme !, dans lequel on consideére I’évolution de 1’état d’un systéme régie par
une équation du type :

Tt+1 :f(a:t,at,wt) tZO,]_,

Dans cette équation, ¢t désigne le temps, x; correspond a 1’état du systeme, a; est une action
choisie (on parlera indifféremment de contréle), w; est un aléa, et f est une fonction qui ca-
ractérise I’évolution de I’état du systeme. A chaque instant ¢, le choix de I'action a; dans I’état
x¢ donne lieu, en plus d’une transition vers ’état xy11, & une récompense (ou a 'opposé a un
cotit)

r(x, ar, xe41) € R,

qui mesure la qualité instantanée de la transition (zy, a;, z44+1). Le probléme du contrdle optimal
stochastique consiste & déterminer une séquence d’actions (ag,ar,...) (telle que a; ne dépend
que du passé zg,ag, ..., x¢) de sorte & maximiser le cumul des récompenses (ou & minimiser le
cumul des coiits), notamment en gérant optimalement le compromis entre court et long termes.
Formellement, le modele de processus de décision Markovien, que je décris plus précisément
ci-apres, a I’élégance de saisir 1’essence de ce probleme tout en donnant lieu a des méthodes de
résolution numérique efficaces.

Nous considérons que le systeme dynamique vit dans un espace d’états X fini ou dénombrable.

1. Une exception est le travail réalisé avec Amine Boumaza, sur le lien entre navigation par potentiels har-
moniques et le controle optimal (Boumaza et Scherrer, 2007), et sur un modele jouet de fourmis (Boumaza et
Scherrer, 2008).



Dans chaque état x € X, I'action est choisie dans un espace d’actions A de taille finie 2. L’action
a € A dans un état x caractérise la probabilité de transition vers un nouvel état x’ :

P(zye1 = 2'|vy = 2,0 = a),

autrement dit la dynamique est Markovienne (elle ne dépend pas de ce qui s’est passé avant
I'instant t) et controlée (elle dépend de 1’action choisie a). Chaque transition (z, a, 2’) donne lieu
a une récompense r(z,a,x’), our: X x Ax X — R est la fonction de récompense instantanée.

Dans ce contexte, nous cherchons une politique déterministe et stationnaire (une fonction
7 : X — A qui associe une action a chaque état3) qui maximise I'espérance de la somme
actualisée des récompenses a partir de tout état x, quantité appelée la valeur de la politique 7
en 'état x :

oo
ve(z) :=E Zykr(xk,ak,xkﬂ) xog=x, Vk >0, ap = m(xk), Tps1 ~ P(-|zg, ak)
k=0
oty € [0, 1] peut étre a la fois interprété comme un tauz d’actualisation ou comme une probabi-
lité de survie & chaque instant. Le modele ci-dessus est appelé processus de décision Markovien
(MDP) (Puterman, 1994; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996), et le probleme que nous avons décrit
est le contréle optimal stochastique actualisé a temps discret et horizon infini.
La valeur optimale a partir de I'état = est naturellement définie comme suit :

ve(x) := max v ().

Pour toute politique 7, on notera P, le noyau de transition Markovien sur X si on choisit en
tout état = 'action m(z). Etant donné une numérotation des états, on peut représenter ce noyau
comme une matrice stochastique ; pour tous états x et 2/, la valeur en la ligne correspondant a
z et la colonne correspondant & z’ est :

[Pw]m,x’ = ]P)(xt—H = l’,‘lﬂt =x,a; = W(x))

Les fonctions valeur v, et v, peuvent également étre vues comme des vecteurs de RX. 11 est
connu que la fonction valeur v, d’une politique 7 est la solution de I’équation de Bellman linéaire
suivante :

U =71 +vPrur,

qui est un systeme linéaire ayant autant de lignes et d’inconnues qu’il y a d’états. De maniere
équivalente, on peut dire de la fonction v, qu’elle est le point fixe de 'opérateur affine

Tr v 1r+~vPrv.

Il est également connu que la fonction valeur optimale v, satisfait I’équation de Bellman non
linéaire suivante
vx = max(r + yPrv.) = max Trv,
s T

2. Les hypotheses de finitude et de dénombrabilité, que j’ai généralement faites dans mes travaux, sont essen-
tiellement énoncées pour simplifier I’écriture—cela permet de représenter un certain nombre d’objets d’intérét
sour la forme de vecteurs et de matrices (potentiellement de taille infinie)—et éviter des subtilités techniques
d’intégration. L’extension d’un certain nombre de résultats a des situations plus générales seront souvent triviales
des lors que les opérateurs de Bellman qui nous introduisons plus loin sont bien définis et contractants.

3. Se restreindre aux politiques déterministes et stationnaires n’est pas une limitation, dans le sens ou, pour le
critére d’optimalité que nous allons considérer, on peut montrer qu’il existe au moins une politique déterministe
et stationnaire qui est optimale.



Etat initial

Actions
possibles . 3
s Action "
7 choisie N
Récompense
o obtenue T
/ 1 ligne
; N
// ! i B
y /
/ /
/
»

Etat
atteint

Etats suivants
possibles

FI1GURE 0.1 — Modélisation du jeu de Tetris par un MDP.

ou 'opérateur max appliqué a un vecteur I’est composante par composante. En d’autres termes,
v, est le point fixe de I'opérateur non linéaire

T :v+— maxTrv.
™

Lorsque 7 < 1, les opérateurs T et T sont vy-contractants pour la norme infinie ||ullcc =
maxgex |u(x)|, ce qui assure (par le théoreme de Banach) que les points fixes existent et sont
uniques.
Finalement, pour toute fonction v : X — R, on dit d’une politique 7 qu’elle est gloutonne
par rapport a v si elle satisfait
T e argma/xT,rrv
T

ou de maniere équivalente, Trv = Tw. On note G(v) ’ensemble des politiques gloutonnes par
rapport & v. Algorithmiquement, la détermination d’une politique gloutonne peut se faire en
un temps quadratique en le nombre d’états et linéaire en le nombre d’actions. Les notions de
fonction valeur optimale et de politique gloutonne sont fondamentales pour le contréle optimal :
en effet, n’importe quelle politique 7, qui est gloutonne par rapport a la fonction valeur optimale
vs est une politique optimale et sa valeur v,, est égale a v,. Ainsi, le probleme essentiel du
controle optimal se réduit au calcul du point fixe de 'opérateur non-linéaire 7T

Exemple 0.1. Tetris est un jeu vidéo populaire créé en 1985 par Alexey Pajitnov. Le jeu se
joue sur une grille de taille 10 x 20. Des pieces de différentes formes tombent. Le joueur doit
choisir ot poser chaque piéece : il peut la déplacer horizontalement ou la faire pivoter jusqu’a
ce qu’elle se pose sur le mur existant. Chaque fois qu’une ligne horizontale est complétée, celle-
ct disparait et les pieces qui la surplombent descendent. Le but est de supprimer le plus grand
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nombre de lignes avant qu’il ne soit plus possible de poser aucune picce sans sortir de la zone
de jeu.

Au lieu de reproduire exactement le jeu original, Bertsekas et loffe (1996) ont proposé de
se concentrer sur le probleme de décision principal : ou et dans quelle orientation poser la
piéce courante. La figure 0.1 illustre le modéle de ce jeu dans le cadre des MDPs. L’état corres-
pond a la configuration du mur et a la piece courante a poser. Les actions sont l’ensemble des
translations/rotations qu’on peut appliquer a cette piéce (il y en a au plus 10 x 4 par état). La
récompense est le nombre de lignes supprimées apres avoir posé la piece. Comme on s’intéresse
ici o la mazimisation du nombre de lignes, le facteur d’actualisation naturel est* v = 1. On
obtient un nouvel état en adjoignant au mur ainsi obtenu une nouvelle piéce tirée uniformément
au hasard parmi les 7 pieces du jeu.

De maniére un peu plus détaillée, chaque transition d’états du jeu de Tetris est composée
de 2 étapes : une transition déterministe du mur liée a ’endroit ou on décide de poser la piéce,
et une transition aléatoire non controélée lorsqu’une nouvelle piéce apparait. On montre alors
qu’on peut se restreindre au calcul des fonctions valeur sur l’ensemble des murs possibles (et
non des états), et que l’équation d’optimalité de Bellman a la forme suivante :

1
max T(S,p, a) + U*(SUCC(S,p, a))7

Vs € S, «(8) = —
S v (3> ’P’ pepaGA(p)

ot S est l’ensemble de tous les murs possibles, P l’ensemble des piéces, A(p) l’ensemble des
translations/rotations possibles pour la piéce p, r(s,p,a) et succ(s,p,a) étant respectivement le
nombre de lignes supprimées et le mur obtenu (déterministiquement) lorsqu’on pose la piéce p
sur le mur s dans la configuration a. L’unique fonction qui satisfait cette équation donne, pour
chaque mur possible s, le meilleur score moyen qui peut €étre atteint a partir de s. Pour tout
état (s,p), on en déduit aisément la valeur optimale

maxr(s,p, (Z) + U*(SUCC(S,p, (I)),
a

et une décision optimale m(s,p) :

T«(s,p) € argmaxr(s,p, a) + vi(succ(s,p, a)).
a

Si les trois opérateurs T, T et G, que nous venons d’introduire permettent de caractériser
la solution au probleme du controle optimal, ils sont aussi d’une grande utilité pour décrire
des schémas algorithmiques. L’algorithme le plus simple conceptuellement est Itérations sur
les Valeurs (VI), qui approche le point fixe de T en calculant, & partir d’une initialisation
quelconque v, les itérés :

'UkJrl%T'l}k k:(),l,...

4. D’un point de vue technique, on récupeére les propriétés de contraction pour les opérateurs de Bellman via
le fait que quelle soit la stratégie employée, la partie termine en un temps fini avec probabilité 1 (Burgiel, 1997).
L’argument principal est suffisamment simple pour étre énoncé ici : Burgiel (1997) montre qu’une séquence finie
(relativement longue) de pieces fait nécessairement perdre le joueur ; comme dans la parabole du singe savant qui
finira par écrire 'ceuvre de Shakespeare, cette séquence de pieces apparaitra avec probabilité 1 en un temps fini.



La propriété de contraction assure que cet algorithme converge asymptotiquement vers la valeur
optimale v,. Un autre algorithme standard, d’une nature sensiblement différente, est Itérations
sur les Politiques (PI), qui calcule a chaque étape k la valeur de la politique courante 7y, et
en déduit une politique 7441 meilleure uniformément, c’est-a-dire telle que vy, , > vr, (avec
inégalité stricte en au moins un état tant que la politique politique optimale n’est pas atteinte) :

v, est tel que vy = T5, vp
Tp+1 < un élément de G(vy).

On déduit facilement de la monotonie de la suite (vg)r que dans le cas de MDP dont les
espaces d’états et d’actions sont finis (le nombre de politiques est donc aussi fini), ce deuxieme
algorithme trouve la politique en un nombre fini d’itérations. Ainsi, cet algorithme est en général
plus économe que VI en nombre d’itérations, mais chaque itération est un peu plus lourde,
la détermination de v impliquant la résolution d’un systeme linéaire. Ces deux algorithmes
standards, d’approches apparemment assez différentes (1I'un itére sur les valeurs, l'autre sur les
politiques) peuvent étre unifiés en considérant 1’algorithme Itérations sur les Politiques Modifié
(MPI) introduit par Puterman et Shin (1978) :

Tg+1 < un élément de G(vg)
Vk+1 < (Tﬂk+1)mvkv (1)

ol m est un parameétre entier strictement positif. Lorsque m vaut 1, il est facile de voir (en se
rappelant que w11 € G(vk) est équivalent & T, Uk = Twvi) que 'on retombe sur l'algorithme
VI. De méme, lorsque m = oo, on retrouve ’algorithme PI dans la mesure ou itérer infiniment
avec l'opérateur T, , contractant revient a estimer son unique point fixe. Le parametre m
permet ainsi de passer progressivement d’un algorithme a ’autre ; en pratique, une valeur bien
choisie de m permet de gagner sur tous les fronts (Puterman et Shin, 1978) : on obtient une
convergence plus rapide (comme PI) tout en gardant une complexité par itérations relativement
faible (proche de celle de VI). D’autres unifications existent dans la littérature. Dans le cadre
de la these de Christophe Thiéry, nous nous sommes intéressés a l’algorithme \-Itérations sur
les Politiques (Bertsekas et Ioffe, 1996; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996) dont 'itération k peut étre
décrite de la maniere suivante :

Tk+1 < un élément de G(vg)
[o.¢]

Vk+1 (1 - A) Z AZ'(,Tﬂ'k-‘-l)Z'#Hvk' (2)
=0

Cet algorithme, paramétré par le réel A € [0, 1], peut étre vu comme effectuant une moyenne
géométrique de parametre A de toutes les mises a jours possibles de MPI. Lorsque A = 0, on
retrouve VI; lorsque A = 1, on retombe sur PI. La somme infinie peut apparaitre comme un
obstacle a une implémentation pratique; ce n’est en fait pas le cas, dans la mesure ou 1’on
peut montrer que cette somme peut étre de maniere équivalente décrite comme le point fixe
d'un opérateur linéaire similaire a Tr,  ,—je renvoie le lecteur au texte de Bertsekas et Ioffe
(1996) pour plus de détails. Finalement, un dernier algorithme qui, lui, ne semble pas facile-
ment implémentable, mais a le bon gott de généraliser ’ensemble des algorithmes mentionnés
jusqu’ici, est Itérations sur les Politiques Optimiste® (Thiéry et Scherrer, 2010; Scherrer et
Thiéry, 2010) :

Tr4+1 < un élément de G(vy)

5. Le choix du mot “optimiste” vient de (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996), qui parle d’optimisme des lors qu’une
variation de PI passe a une nouvelle politique avant d’avoir completement fini d’évaluer la politique courante.



00
i+1
Vg1 Z Ai(Tﬂk+1 )l Vi,
=0

ol les (A;)i>o sont une famille de coefficients positifs on nuls et dont la somme est 1.

Une fois effectué ce petit tour d’horizon des algorithmes de programmation dynamique
pour le controle optimal, la sélection des activités de recherche que j’ai choisi de présenter®
peut étre décrite comme s’intéressant a ’analyse de ces algorithmes et d’un certain nombre
de leurs variations. Par exemple, je me suis intéressé a la complexité, c’est-a-dire a I’étude du
nombre d’itérations en fonction des parametres du probleme (nombre d’états, d’actions, facteur
d’actualisation) : au premier chapitre, je décris quelques contributions sur ce theme.

Une autre partie—plus volumineuse—de mon activité de recherche, décrite dans les chapitres
qui suivent, s’est portée sur la résolution des problemes de grande taille, pour lesquels il n’est
pas envisageable d’implémenter les schémas itératifs ci-dessus. Une option assez naturelle his-
toriquement trés bien documentée par Bertsekas et Tsitsiklis (1996) est alors de considérer des
variations approchées de tous ces algorithmes. Les schémas d’approximation étant nombreux,
I’approche consiste a la fois a faire des études générales de 'influence d’un bruit d’approxima-
tion sur les schémas itératifs décrits ci-dessus ('idéal étant de le faire sur le dernier schéma qui
généralise les précédents), et aussi & instancier des cas précis d’implémentations ; dans tous les
cas, il s’agit de bien comprendre ce qui entre en jeu dans les approximations, notamment en
dérivant des garanties théoriques de performance. Ceci nous donne souvent des informations
précieuses quant au role des différents parametres d’approximation, que 'on peut idéalement
confirmer empiriquement. Ainsi, dans les chapitres 2 et 3, je m’intéresse au probleme de l'es-
timation approchée de la valeur d’une politique, ce qui peut intervenir naturellement dans un
schéma d’itérations sur les Politiques approché. Dans le chapitre qui suit (chapitre 4), je présente
des résultats généraux de sensibilité au bruit du schéma algorithmique MPI qui, nous ’avons
vu, généralise les algorithmes standards VI et PI. J’y décris notamment une implémentation
particuliere qui se base sur une série de problemes de régression et de classification, pour lesquels
nous avons dérivé des résultats analytiques intéressants, et qui a donné de tres bons résultats
empiriques sur le jeu de Tetris décrit plus haut. Enfin, dans les deux chapitres qui suivent, j’ap-
profondis I’analyse sur les garanties de performance du chapitre 4. En effet, dans le chapitre 5, je
montre comment 1'utilisation de politiques non-stationnaires permet d’améliorer la dépendance
des garanties vis-a-vis du facteur d’actualisation «y. Puis, dans 'ultime chapitre 6, j’effectue une
comparaison d’un ensemble d’algorithmes de type PI, et montre analytiquement que certains
jouissent de garanties avec de meilleures constantes dites de concentrabilité, et des simulations
numériques montrent qu’ils sont effectivement préférables en pratique.

Les principales publications concernées par chacun des chapitres, sont listées ci-dessous.

— Chapitre 1 :

B. Scherrer. Improved and Generalized Upper Bounds on the Complexity of Policy Ite-
ration. Mathematics of Operations Research, 2016.

— Chapitre 2 :

B. Scherrer. Should one compute the temporal difference fiz point or minimize the bell-
man residual ? the unified oblique projection view. Dans International Conference on
Machine Learning, 2010.

— Chapitre 3 :

M. Tagorti et B. Scherrer. On the Rate of Convergence and Error Bounds for LSTD(X).
Dans International Conference on Machine Learning, Lille, France, juillet 2015.
M. Geist et B. Scherrer Off-policy Learning with Eligibility Traces : A Survey. Dans

6. Plutot que de présenter une liste exhaustive de mes activités, j’ai ainsi choisi de présenter dans ce document
un ensemble de travaux qui—j’espere que le lecteur en conviendra—forme un tout cohérent.
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Journal of Machine Learning Research, 2014.

— Chapitre 4 :
B. Scherrer, M. Ghavamzadeh, V. Gabillon, B. Lesner et M. Geist. Approximate Modi-
fied Policy Iteration and its Application to the Game of Tetris. Journal of Machine
Learning Research, 2015.

— Chapitre 5 :
B. Scherrer et B. Lesner. On the use of non-stationary policies for stationary infinite-
horizon Markov decision processes. Dans Neural Information Processing Systems,
South Lake Tahoe, United States, décembre 2012.
B. Lesner et B. Scherrer. Non-Stationary Approximate Modified Policy Iteration. Dans
International Conference on Machine Learning, Lille, France, juillet 2015.

— Chapitre 6 :
B. Scherrer. Approximate Policy Iteration Schemes : A Comparison. Dans International
Conference on Machine Learning. Pékin, Chine, juin 2014.
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Chapitre 1

Quelques majorants de la complexité
d’Itérations sur les Politiques

Nous considérons dans ce chapitre le cas d’un MDP fini, ayant n états—on considerera ici
que l'espace d’états X est {1,2,...,n} et que les fonctions valeur sont identifiables & des vecteurs
de R™—et m actions par état. Nous allons décrire des majorants du nombre d’itérations de deux
algorithmes de type Itérations sur les Politiques (PI), 'algorithme standard mentionné dans le
chapitre introductif précédent, ainsi qu’une variation qui change la politique seulement en un
seul état bien choisi (et pour lequel nous serons capables de dériver des résultats spécifiques).
Ce travail a été publié en version courte (Scherrer, 2013a) puis étendue (Scherrer, 2016). Nous
commencons par décrire précisément ces deux algorithmes.

1.1 Algorithmes
Soit 7 une politique. On appelle avantage par rapport a la politique 7 le vecteur :

Ay = max Tov, — vy =T — vy
7'['/

Par définition des opérateurs et de la fonction de valeur v,, on peut voir que

ar = max vy — Trvg,
TI'/

c’est-a-dire que les composantes de ce vecteur sont nécessairement positives ou nulles; elles
sont toutes nulles si et seulement si la politique est optimale. On appelle ensemble des états
modifiables (en anglais, switchable) ’ensemble des états pour lequel 'avantage est strictement
positif :

Sy ={i, ar(i) > 0}.

Supposons maintenant que 7 n’est pas optimale; cela implique que S, est un ensemble non
vide. Pour n’importe quel sous-ensemble Y de S, notons switch(7, Y) une politique obtenue en
remplacant les actions de 7 par des actions gloutonnes par rapport a v, dans les états contenus
dans Y :

un élément de argmax,[T,v,](i) sii €Y

Vi, switch(m,Y)(i) = { (i) sii €Y.

Comme le montre le résultat suivant standard, n’importe quelle politique obtenue via cet
opérateur sera meilleure que la politique 7.
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Lemme 1.1 (voir par exemple Puterman (1994)). Soit m une politique non optimale. Si 7' =
switch(m,Y") pour un sous-ensemble non vide Y de Sy, alors vy > vy et il existe au moins un
état i tel que vy (i) > vr (7).

Ce lemme constitue le fondement du schéma Itérations sur les Politiques (PI), qui génere
une séquence de politiques (7;) comme suit.

Tt1 < switch(mg, Yy) pour un Yy tel que § C Yy, C Sy,

Selon la fagon dont on choisit I’ensemble Y, on obtient différentes variations de PI. Nous
considérons les deux variantes suivantes :

— Quand pour tout £, Y}, = Sy, , c’est-a-dire qu'on change les actions dans tous les états ou
I’avantage est strictement positif, I’algorithme est connu sous le nom de PI de Howard
(PI-Howard dans la suite); on peut notamment remarquer dans ce cas qu’a chaque
étape, la politique est gloutonne par rapport a la valeur de la politique précédente,
soit formellement my41 € G(vr, ). C'est 'algorithme PI tel que nous 'avons décrit dans
I'introduction.

— Quand pour tout k, Yj est un singleton qui contient 1'état i;, € arg max; ar, (7), c’est-a-
dire qu’on change une seule action dans I’état qui a un avantage maximal par rapport a
71, on appellera cet algorithme PI-Simplexe !

Comme ces algorithmes génerent une séquence de politiques dont les valeurs forment une suite
strictement croissante (par le lemme 1.1), toute variation de PI converge vers la politique et la
valeur optimales en un nombre d’itérations qui est plus petit que m™, le nombre total de poli-
tiques du probleme. En pratique, les algorithmes de type PI convergent en tres peu d’itérations.
Sur des MDP aléatoires, la convergence a lieu en un temps qui est souvent sous-linéaire en n.
Nous allons exhiber des majorants du nombre d’itérations requis par PI-Howard et PI-Simplexe
qui sont beaucoup plus fins que m™.

1.2 Majorants de la complexité pour un v fixé

Dans cette section, nous commencons par décrire quelques résultats de la littérature—voir
(Ye, 2011) pour un état de l'art plus étoffé—sur le nombre d’itérations requis par PI-Howard
et PI-Simplexe, ainsi qu'un certain nombre d’améliorations et d’extensions originales. Nous
renvoyons le lecteur a (Scherrer, 2016) pour les preuves de la plupart résultats énoncés.

Une observation importante concernant les deux algorithmes, qui sera centrale dans les
résultats que nous allons décrire, est que la séquence qu’ils géneérent satisfait une certaine pro-
priété de contraction?. Pour tout vecteur u de R", rappelons que |[ullc = mazi<i<n|u(i)|
désigne la norme infinie de u. Soit 1 le vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1.

Lemme 1.2. La séquence (||vx — Urylloo) k>0 générée par PI-Howard est contractante de coeffi-
cient .

Lemme 1.3. La séquence (17 (vi — vy, ))i>0 générée par PI-Simpleze est contractante de coef-
ficient 1 — 1_77

1. L’appellation PI-Simplexe est motivée par le fait que la variation de PI est alors équivalente a ’algorithme
du simplexe (utilisant la régle du pivot le plus grand) appliqué & une formulation de type programmation linéaire
du probleme (Ye, 2011).

2. Une séquence (zx)r>o0 de réels positifs est dite contractante de coefficient o < 1 si et seulement si pour
tout k > 0, xx+1 < azy.
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Si cette observation est bien connue pour PI-Howard, elle n’a a notre connaissance jamais été
mentionnée explicitement dans la littérature pour PI-Simplexe. Ces propriétés de contractions
ont pour immédiate conséquence le résultat suivant 3.

Corollaire 1.4. Soit Viyax = % un magjorant de ||vg|leo pour toute politique 7. Afin

d’obtenir une politique e-optimale, c’est-a-dire une politique my, satisfaisant ||vs — Vr,|loo < €,
. log Ymax p . . . .
PI-Howard a besoin d’au plus [O = -‘ itérations, tandis que PI-Simplexe a besoin d’au plus

n log 2Ymax ., .
{gl_yf-‘ itérations.

Comme ces majorants dépendent d’un terme de précision ¢, cela implique que PI-Howard et
PI-Simplexe sont des algorithmes faiblement polynomiaux pour un facteur d’actualisation v fixé.
Un résultat particulierement important a récemment été obtenu par Ye (2011), qui a fourni des
majorants qui ne dépendent plus de la précision ¢, ce qui implique que PI-Howard et PI-Simplexe
sont fortement polynomiaux pour un facteur d’actualisation =y fixé.

. s . . . 2
Théoréme 1.5 (Ye (2011)). PI-Simplexe et PI-Howard terminent aprés au plus n(m—1) {% log (1"_—7”

itérations.

La démonstration se base sur le fait que ces algorithmes sont des instances particulieres de
I’algorithme du simplexe appliqué a une formulation de type programme linéaire du probléme.
En utilisant des arguments plus directs, Hansen et al. (2013) ont récemment amélioré le majorant
d’un facteur O(n) pour PI-Howard.

Théoréme 1.6 (Hansen et al. (2013)). PI-Howard termine aprés au plus (nm+1) [ﬁ log (%)—‘
itérations.

Nos deux premiers résultats, publiés dans (Scherrer, 2016), qui sont des conséquences des
propriétés de contractions décrites plus haut (lemmes 1.2 et 1.3) sont énoncés dans les théoremes
ci-dessous.

Théoréme 1.7. PI-Howard termine aprés au plus n(m — 1) [ﬁ log (ﬁﬂ itérations.

Théoréme 1.8. PI-Simplexe termine aprés au plus n(m — 1) [% log (1277)—‘ itérations.

Nous allons détailler la preuve du théoréeme 1.7 pour plusieurs raisons : tout d’abord, cela
permet de se rendre compte de 1'élégance de 'argumentation proposée par Ye (2011) (notre
résultat est légerement plus fin, mais l'essentiel est tres proche de la preuve originelle) ; ensuite,
la preuve du théoreme 1.8 pour PI-Simplexe est similaire; enfin, la preuve donnée ci-dessous
est particulierement simple, et elle aurait & mon avis sa place parmi les résultats standards
d’analyse d’Itérations sur les Politiques.

3. Pour PI-Howard, nous avons : ||[vx — v, [[oc < 7*[|vs — Vg loo < V¥ Vinax. Ainsi, une condition suffisante pour

. k . © 1 log Vmax log Vimax .
avoir ||ve — Ur|loe < € est 7" Vimax < €, ce qui est vrai dés lors que k > — s T Pour PI-Simplexe,

L
nous avons ||vx — vr, [leo < 17 (04 — vr,) < Y*1T (04 — vry) < Y¥1Vinax, et on conclue de maniére similaire &
PI-Howard.
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Preuve du théoréme 1.7. On commence par dériver l'identité suivante : pour toute paire de
politiques 7 et 7/,

Vgt — v = (I — ’YPrr/)_lrrr/ — Ug {or =Trve = ve=(I— 7P7r)_1r7r}
= (I — ’}/Pﬂ./)_l(’rﬂ./ 4+ v Prvg — Uﬂ-)
= (I_’YPTF/)il(TT(’Uﬂ’ _UTK‘)' (1.1)

Alors, pour tout k, on a :

Uy — T s = (I — yPr, ) (Vi — vg,) {Equation (1.1)}
< Uy — U, {vy =g, > 0et Pr, >0}

Comme vy — T, v« est positif, on peut prendre la norme infinie et obtenir :

[0 = T Vsl < [|vs — vy lloo

S 7k|’7)7r* - UTI'OHOO {Lemme 1.2}
= V(I = vPry) " (v = Trye) | {Equation (1.1)}
o ) 1
< 1_7||”*—Tvrov*||oo- {II =vPry) oo = 1_7}

Par définition de la norme infinie, il existe un état so tel que v (so) — [Tryv«)(S0) = [Jvx —
Ty Vs|loo- On en déduit que pour tout k,

v«(80) — [T, v4](0)

IA

HU* - TWkU*HOO

k
<
=14
k

= 11 ’7(2}*(50) — [Tﬂ'ov*](so))

”U* - Tﬂ‘ov*”oo

k
Par conséquent, l'action 7 (sg) doit étre différente de mo(sp) quand 17_—7 < 1, c’est-a-dire des
lors que k satisfait :

En d’autres termes, si une politique n’est pas optimale, alors I'une de ses actions non-optimales
est éliminée définitivement apres au plus k£* itérations. En répétant cette argument pour toutes
les actions non-optimales (qui sont au plus au nombre de n(m — 1)), on obtient le résultat. [

Notre résultat pour PI-Howard est un facteur O(logn) plus fin que celui de Hansen et al.
(2013), qui était a notre connaissance le meilleur résultat publié dans la littérature. Notre
résultat pour PI-Simplexe est tres légérement meilleur (d’un facteur 2) que celui de Ye (2011),
et utilise des arguments plus directs. En utilisant une preuve un peu plus complexe, on peut
améliorer le résultat pour PI-Simplexe d'un facteur O(logn) :

Théoréme 1.9. PI-Simplexe termine aprés au plus n?(m — 1) (1 + % log (ﬁ)) itérations.

Par rapport a PI-Howard, le nombre d’itérations requis par PI-Simplexe est ainsi un facteur
O(n) plus grand. Cependant, chaque itération de PI-Simplexe (qui change seulement une action)
a en général une complexité moindre qu’une itération de PI-Howard : en effet, la mise a jour peut-
étre réalisée en temps O(n?) a I'aide de la formule de Sherman-Morrisson, alors qu’une itération
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de PI-Howard, qui nécessite de calculer la valeur d’une politique qui peut étre arbitrairement
différente de la politique précédente, demande en général un temps O(n?). Globalement, on
pourra retenir que les deux algorithmes ont une complexité similaire.

11 est facile de voir que la dépendance linéaire en n du majorant pour PI-Howard est optimale.
Nous conjecturons que la dépendance linéaire en m pour les deux bornes est également optimale.
Il est peut-étre possible d’améliorer la dépendance vis-a-vis du terme 1%, mais la supprimer
est impossible pour PI-Howard et peu vraisemblable pour PI-Simplexe. Fearnley (2010) a décrit
un MDP pour lequel PI-Howard met un temps exponentiel en n pour v = 1 et Hollanders et al.
(2012) ont ensuite expliqué que cette complexité était la méme lorsque v est dans le voisinage
de 1. Bien que des résultats similaires pour PI-Simplexe ne sont & notre connaissance pas
documentés dans la littérature, Melekopoglou et Condon (1994) ont considéré quatre variations
de PI qui changent seulement une action par itération, et exhibent des MDP sur lesquels ces

algorithmes terminent en un temps exponentiel en n lorsque v = 1.

1.3 Majorants de la complexité indépendants de ~

Dans la suite, nous décrivons des majorants qui ne dépendent pas du facteur d’actualisa-
tion -, mais qui seront obtenus sous des hypotheses structurelles du MDP. Sur ce sujet, Post et
Ye (2012) ont récemment dérivé une borne polynomiale pour les MDP déterministes.

Théoréme 1.10 (Post et Ye (2012)). Si le MDP est déterministe, alors PI-Simplexe termine
apres au plus O(nm?log? n) itérations.

Etant donnée une politique 7 d’un MDP déterministe, les états appartiennent soit & un cycle,
soit & un chemin induit par 7. Le coeur de ’analyse repose sur les lemmes que nous énoncons
ci-apres, qui montrent qu’au cours des itérations, des cycles sont créés régulierement et qu’a
chaque fois qu’un nouveau cycle apparait, un progres significatif vers la solution est effectué;
en conséquence, un progres significatif a lieu régulierement.

Lemme 1.11 (Post et Ye (2012)). Supposons que le MDP est déterministe. Aprés au plus
O(n*mlogn) itérations, soit PI-Simplexe termine soit un nouveau cycle apparait.

Lemme 1.12 (Post et Ye (2012)). Supposons que le MDP est déterministe. Lorsque PI-Simplexe
passe de m a 7 ot 7 implique un nouveau cycle, on a

1
ILT(UW* —v) < (1 — ) ]lT(vm — Ug).

n

Ces observations suffisent & prouver # que PI-Simplexe termine apres au plus O(n*m? log %)

O(n*m?) itérations. Eliminer complétement la dépendance en le facteur d’actualisation y—le
terme en O(log ﬁ)—requiert un travail minutieux supplémentaire (voir Post et Ye (2012)), et
se traduit par un facteur supplémentaire en O(nlog(n)).

D’un point de vue plus technique, la preuve de Post et Ye (2012) se fonde singulierement
sur des propriétés du vecteur z, = (I — 'yPZ )", qui représente une mesure actualisée de la
présence en chacun des états lorsqu’on considere une trajectoire induite par la politique 7 a
partir d’un état initial aléatoire uniforme :

Vie X, zx()) =n) Pl =ilio~U, ar=n(ir)),
t=0

4. Ceci peut étre fait par des arguments similaires & la démonstration du théoréme 1.9 (voir la Section 6 de
Scherrer (2016)).
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ol nous avons noté U la distribution uniforme sur X. Pour toute politique 7 et tout état i, on

a trivialement z, (i) € [1, %} La démonstration exploite de plus le fait que z(i) appartient

a l'intervalle [1,n] lorsque ¢ est sur un chemin de 7, tandis que x,(i) appartient a l'intervalle

[ﬁ, %} lorsque i est sur un cycle de 7. Dans (Scherrer, 2016), nous avons montré qu’il
est possible de généraliser 'approche de Post et Ye (2012) aux MDP stochastiques. Etant
donnée une politique 7 d’'un MDP stochastique, les états sont soit récurrents, soit transients
(ces deux catégories généralisant respectivement celles de cycles et de chemins pour les MDP

déterministes). Ceci nous amene a formuler ’hypothese suivante.

Hypothése 1.13. Soit v > 1 et 7. > 1 les plus petits coefficients tels que pour toute politique
T, pour tout état ¢ transient pour T,

(]— S).’Ew(’l) S Tt,
et pour tout état i récurrent pour T,
n

A =0 (<15

La constante 7; (respectivement 7,.) peut étre vue comme une mesure du temps nécessaire
pour quitter les états transients (respectivement pour revisiter les états dans les classes récurrentes).
En particulier, quand v tend vers 1, on peut voir que 74 est un majorant de £, le temps aléatoire
nécessaire pour quitter les états transients, car pour toute politique ,

1 oo
ilﬁ\ml Tr > - %Lml Z (1) = Z]P’(it transient pour 7 | ig ~ U, a; = w(it))
¢ transient pour = t=0

=E[L[io~U, a=m(ir)].

De maniere similaire, lorsque v tend vers 1, % est la fréquence asymptotique minimale® dans
T

les états récurrents étant donné que la chaine est initialisée uniformément sur X, car pour toute

politique 7 et tout état récurrent 7,

1 o [o.¢]
lim (i) = lim (1~ ) gvtﬂ”(u =i | iy~ U, ar = 7(ir))
1 T—-1
:Tlggofzp(it:i | o ~ U, ar = m(it)).

t=0
Une fois ’hypothese 1.13 formulée, nous pouvons généraliser les lemmes 1.11-1.12 comme suit.

Lemme 1.14. Supposons que le MDP satisfait I’hypothése 1.13. Apres au plus n>m[1; log(n(m+
1))] itérations, soit PI-Simplexe termine soit une nouvelle classe récurrente apparait.

Lemme 1.15. Supposons que le MDP satisfait ’hypothése 1.13. Lorsque PI-Simplexe passe de
m aw ot implique une nouvelle classe récurrente, on a

1
]1T(v,r* —v) < (1 — ) ]lT(vm — Ug).

Tr

5. Si le MDP est apériodique et irréductible, de sorte qu’il admet une politique stationnaire v, pour toute
politique 7, on peut voir que

— = min Ur ().
Tr 7, i récurrent pour T
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De ces observations générales découle le résultat suivant.

Théoréme 1.16. Si le MDP satisfait ’hypothese 1.13, alors PI-Simplexze termine apres au plus

n?(m—1) ([1, log(nr,)] + [ log(n7)]) [(m — 1) [nmlog(nm)] + [nm log(nQTt)H =0 (n?’mQTtrr)

itérations.

Remarque 1.17. Ce nouveau résultat est une généralisation stricte de celui énoncé pour les
MDP déterministes. En effet, dans le cas déterministe, on a 4 = 7 = n et il est facile de voir que
les lemmes 1.14, 1.15 et le théoréme 1.16 impliquent les lemmes 1.11, 1.12 et le théoreme 1.10.

Une conséquence immédiate de ce résultat est que PI-Simplexe est fortement polynomial
pour un ensemble de MDP qui est significativement plus grand que les MDP déterministes
considérés au théoreme 1.10.

Corollaire 1.18. Pour toute famille de MDP telle que 1¢ et 7. sont polynomiaux en n et m
(uniformément pour tout ), PI-Simplexe termine en un temps polynomial en n et m.

On pourrait se demander si un résultat analogue peut étre dérivé pour PI-Howard. Mal-
heureusement, et comme Post et Ye (2012) le mentionnent brievement, la technique de preuve
développée pour PI-Simplexe ne semble pas s’adapter aisément & PI-Howard, parce que les
changements de plusieurs actions lors d’une itération peuvent interférer les uns avec les autres
de sorte a rendre 'amélioration de la politique tres petite. Nous pouvons détailler un peu plus
précisément ce qui, dans I’approche décrite plus haut, pose probleme. D’un co6té, il est possible
d’écrire des variations des lemmes 1.11 et 1.14 pour PI-Howard.

Lemme 1.19. Supposons que le MDP est déterministe. Aprés au plus n itérations, soit PI-
Howard termine soit un nouveau cycle apparait.

Lemme 1.20. Supposons que le MDP satisfait ’hypothése 1.13. Aprés au plus nm[ 7y lognt|
itérations, soit PI-Howard termine soit une nouvelle classe récurrente apparait.

Cependant, de 'autre coté, nous n’avons pas réussi a adapter les lemmes 1.12 ou 1.15. De
fait, il semble peu vraisemblable qu’un résultat similaire a celui énoncé dans le lemme 1.12 soit
vrai pour PI-Howard. Dans un exemple déterministe récemment décrit par Hansen et Zwick
(2010) pour montrer que PI-Howard pouvait requérir au moins O(n?) itérations, des cycles
apparaissent a chaque itération mais la séquence des fonctions valeur satisfait® pour toute
itération k < % + % et état i,

(i) = Umy, (1) > [1 _ <2>k] (04 (6) — v, (1))

n

Contrairement au lemme 1.12, on voit ici que lorsque k grandit, la contraction est (exponentiel-
lement rapidement) de moins en moins forte. Par rapport a PI-Simplexe, cela suggere notam-
ment que PI-Howard pourrait (dans le pire cas) souffrir de subtiles pathologies. Plus largement,
déterminer le nombre d’itérations nécessaire pour PI-Howard est un probléeme qui résiste aux
efforts des chercheurs depuis maintenant presque 30 ans : il a été originellement énoncé par
Schmitz (1985). Dans le cas le plus simple (déterministe), le probleme est aujourd’hui encore

6. Ce MDP a un nombre pair d’états n = 2p. Dans Hansen et Zwick (2010), le but est de minimiser espérance
de la somme actualisée des coiits. La fonction valeur optimale satisfait v. (i) = —p” pour tout 7, avec N = p? +p.
Les politiques générées par PI-Howard ont des fonctions valeur satisfaisant v, () € [p" "7, pY 7¥]. On en déduit

L, . , L vk (i) —vg (7) 14p—k—2 —k_ —k—2 _k _ _k
que pour toute itération k et tout état 1, v*(i)—vizzi) > T—I‘;p—k :1—%21—1) (1—p2)>1-p*
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ouvert : le meilleur minorant connu est la borne en O(n?) de Hansen et Zwick (2010) que nous
venons de mentionner, alors que le meilleur majorant est O(%")—Valable pour les MDPs en
général—prouvé par Mansour et Singh (1999).

Comme lot de consolation, nous avons été & méme d’adapter dans (Scherrer, 2016) ’analyse
décrite plus haut sous une hypothese structurelle supplémentaire.

Hypotheése 1.21. L’espace d’états X peut étre partitionné en deux ensembles T et R tels que
pour toute politique m, les états de T sont transients et ceux de R sont récurrents.

En effet, sous cette hypothese, il est possible de prouver pour PI-Howard une variation du
lemme 1.15 introduit pour PI-Simplexe.

Lemme 1.22. Supposons que le MDP satisfait les Hypothéses 1.13 et 1.21. Lorsque PI-Howard
passe de m a 7' ou w implique une nouvelle classe récurrente, on a

1
17 (v, —vp) < (1 - > 17 (vr, — vp).
Tr
Et on peut en déduire le résultat suivant original (qui s’applique d’ailleurs également &
PI-Simplexe).

Théoréeme 1.23. Si le MDP satisfait les Hypotheses 1.13 et 1.21, alors PI-Howard et PI-
Simplexe terminent aprés au plus n(m — 1) ([nrlognr| + |7, lognt,|) itérations.

Il est important de noter que ’hypothese 1.21 est plutét restrictive. Elle implique que les
deux algorithmes convergent sur les états récurrents indépendemment de ce qui se passe sur les
états transients, ce qui permet de réduire ’analyse & deux étapes : 1) Panalyse de la convergence
sur les états récurrents; 2) l'analyse de la convergence sur les états transients (sachant que la
convergence a eu lieu sur les états récurrents). L’étude de la premiere phase (convergence sur
les états récurrents) est grandement facilitée par le fait que, dans ce cas, une classe récurrente
apparait a chaque itération (ceci est a contraster avec les lemmes 1.11, 1.14, 1.19 et 1.20 dont
la fonction est de montrer que des cycles ou des classes récurrentes apparaissent en un temps
raisonnable). De plus, 'analyse de la deuxieme phase (convergence sur les états transients) est
similaire & celle du cas avec facteur d’actualisation ~ (théoremes 1.7 et 1.9). En d’autres termes,
si ce dernier résultat contribue a nous éclairer sur 'efficacité pratique usuelle de PI-Howard et
PI-Simplexe, une analyse plus générale de PI-Howard est encore a faire. Sur ce point, on notera
pour finir que I'analyse de Akian et Gaubert (2013) permet d’obtenir un résultat similaire au
théoreme 1.23, mais sous une hypotheése plus légere (il existe un état vers lequel on retourne en
temps moyen fini).

1.4 Bilan et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons décrit plusieurs contributions a la compréhension de deux al-
gorithmes de type PI. Lorsque le facteur d’actualisation v est fixé, nos résultats (théoréemes 1.7
et 1.9) permettent de supprimer un facteur logn inutile dans les analyses précédentes. Sous des
hypotheses structurelles du MDP, nous avons proposé des majorants indépendants de v : étant
données une mesure 7 du temps maximal pour quitter les zones transientes et une mesure 7,
du temps maximal pour revisiter les états dans les classes récurrentes sous ’ensemble des poli-
tiques, nous avons montré (théoréme 1.16) que PI-Simplexe termine apres au plus O (nngTtTr),
itérations, ce qui généralise un résultat récent de Post et Ye (2012) sur les PDMs déterministes
dans lesquels on a 7w = 7. = n.
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Une question naturelle qui se pose apres cette étude de complexité, est de savoir dans quelle
mesure des résultats similaires pourraient étre également obtenus pour d’autres algorithmes de
programmation dynamique, par exemple dans un schéma de type Itérations sur les Politique
Modifié (équation (1) page 9) qui contient PI comme cas particulier, précisément lorsque m = oco.
Malheureusement, comme nous ’avons montré dans (Feinberg et al., 2014), il est assez facile de
voir que la simple garantie de convergence en temps fini disparait des qu’on s’éloigne un tant
soit peu de PI; on exhibe en effet une instance de MDP pour laquelle le nombre d’itérations
pour obtenir la politique optimale peut étre rendu aussi grand que 'on veut pour n’importe
quelle valeur du parametre d’interpolation m < oo.

Comme nous ’avons déja signalé, ’analyse de la complexité de la variation la plus standard
de PI, PI-Howard, qui est un probleme ouvert depuis pres de 30 ans, constitue la principale
perspective de ce travail. Dans cette direction, une premiere question sur laquelle j’ai commencé
a travailler avec Romain Hollanders, est de voir dans quelle mesure des schémas de type PI qui
changent plusieurs actions a chaque étape (|Sk| > 1) peuvent jouir de garanties similaires a
celle dérivées pour PI-Simplexe. Plus généralement, la question de la complexité de ces schémas
PI pourrait (en tant que cas particulier) éclairer la question de la complexité de la program-
mation linéaire, grand classique des grandes questions ouvertes en informatique. Sur ce theme,
une premiere étape envisageable consiste a voir dans quelle mesure une analyse de type com-
plexité lisse (Spielman et Teng, 2004), qui a porté ses fruits pour la programmation linéaire, est
envisageable pour PI-Howard.
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Chapitre 2

Différences temporelles ou résidu de
Bellman ? L’interprétation
“projection oblique”

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons nous focaliser sur le probleme de I'estimation de
la fonction valeur d’une politique fixe 7, ¢’est-a-dire sur le probléeme linéaire

Vg = Trvg,

lorsque la taille de l'espace d’états n € NU{oo} est trop grande pour qu’on puisse envisager une
résolution exacte. Résoudre ce probléeme peut notamment s’inscrire dans un schéma approché
de type Itérations sur les Politiques. Pour alléger les notations, nous laisserons ici de coté
I'indice 7 des objets intervenant dans 1’équation de Bellman : r, P, v; notamment, T" désignera
ici Popérateur de Bellman affine caractérisant la valeur de cette politique (et non 'opérateur
d’optimalité). L’équation linéaire satisfaite par la fonction de valeur, v = Tv = r + vPv, peut
étre en théorie résolue analytiquement :

v=(I—-~P)lr=L"1r

avec L = I — vP; en pratique néanmoins, un grand espace d’états peut rendre cette résolution
hors d’atteinte numérique. Nous allons considérer deux méthodes d’approrimation linéaire re-
lativement populaires de la fonction valeur : le calcul du point fize des différences temporelles
(TD) (Sutton, 1988; Tsitsiklis et Van Roy, 1997; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Sutton et Barto,
1998) que Antos et al. (2008); Farahmand et al. (2008); Sutton et al. (2009) ont présentée comme
la minimisation du résidu d’une équation de Bellman projetée, et la minimisation du résidu de
I’équation de Bellman (BR) (Schweitzer et Seidmann, 1985; Baird, 1995), sous-entendu ici non
projetée. Dans ce chapitre qui a donné lieu a une publication (Scherrer, 2010), nous présentons
des contributions analytiques et empiriques qui permettent de mieux comprendre les avantages
et les inconvénients de chacune d’elles. Nous montrons notamment qu’elle peuvent étre toutes
deux analysées dans le cadre des projections obliques, ce qui permet—a moindres efforts que
Yu et Bertsekas (2010) qui a précédemment considéré cette problématique—de calculer des
garanties sur I'erreur d’approximation.

2.1 Meéthodes de projections

Nous considérons ici que nous cherchons a approcher la fonction valeur v par une approxi-
mation ¥ qui vit dans un espace plus petit. Un cadre simple et bien compris est celui de la
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paramétrisation linéaire :
d
Vi, (i) =Y w;e(i),
j=1

oll d est typiquement beaucoup plus petit que n, les (¢j)1<j<q sont des fonctions de bases
qui idéalement rendent compte de la forme générale de v, et les (w;)i<;j<q sont des poids qui
caractérisent la valeur approchée . Pour tout ¢ et j, notons ¢; le vecteur de R™ correspondant
a la j**me fonction de base et ¢(i) le vecteur de R? donnant les d valeurs des d fonctions de base
en létat i. Pour tout vecteur (ou toute matrice) X, notons X’ son (sa) transposée. La matrice
de taille n x d suivante

o(ir)

Q= (¢1...0m) = :
o(in)’

permet d’écrire la paramétrisation de maniere condensée :
v = dw,

ol w = (wq,...,wy)" est le vecteur de poids. Nous noterons désormais Im (®) le sous-espace
de R™ engendré par les vecteurs (¢;)i<j<q que nous supposerons deux & deux linéairement
indépendants.

Une approximateion ¢ de v peut étre obtenue en minimisant v — ||0 — v|| pour une certaine
norme || - ||, c’est-a-dire en projetant v sur Im (®) orthogonalement par rapport a un produit
scalaire induisant || - ||. D’une maniére trés générale, tout matrice semi-définie positive @) de
taille n x n induit la norme quadratique || - || sur R™ définie par

lvlle = Vv'Qu.

Il est alors connu que la projection orthogonale correspondante, que nous noterons IIj |, a la
forme analytique suivante :

_ N _ —1
I = 7))g,  OU T, = (2'QP) T P'Q

est ’application linéaire de R™ vers R? qui renvoie les coordonnées de la projection d’un point
dans la base (¢1,. .., ¢m). Avec ces notations, on a notamment les identités suivantes :

Te® =1 et T e = e

Dans le cadre considéré d’un MDP avec une politique fixe, qui modélise donc une chaine de
Markov dont chaque transition a une récompense, on considere habituellement une norme et
une projection particuliéres. Notons u = (p;) une loi sur X qui met une masse non nulle sur tout
état (> 0). Soit D,, la matrice diagonale ayant les éléments de p sur la diagonale. Considérons
alors la projection orthogonale de R™ sur Im (®) par rapport a la norme quadratique a poids y :

= 4/v'Dyv.

”UH# =

Pour alléger, nous noterons cette projection Il := II = @7 avec m 1= 7|, = (®'D,®)"19'D,,.
Idéalement, étant donnée cette projection, on souhaiterait calculer ’approximation optimale :

Vopt = PWopt AVEC Wept = TV = 7L~ r.
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Ceci peut étre fait avec une approche de type Monte-Carlo dans laquelle on simulerait des
trajectoires initialisées selon la distribution p—ce qui serait alors trés proche des algorithmes
TD(1) (Sutton et Barto, 1998) et LSTD(1) (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Boyan, 2002)—mais
une telle approche requiert en général de simuler de longues trajectoires et souffre d’une forte
variance. Les méthodes de projection sur lesquelles nous allons nous concentrer, sont des al-
ternatives qui ont seulement besoin d’échantillons de transitions simples (de couples d’états
(4t,3¢41) et de récompenses r;) réalisées par la chaine de Markov.

La méthode du point fixe des différences temporelles (TD) Le principe de approche
TD (Sutton, 1988; Tsitsiklis et Van Roy, 1997; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Sutton et Barto,
1998) est de chercher un point fixe de I'opérateur IIT, c’est-a-dire une valeur o7p dans Im (P)
satisfaisant

vorp = HTOprp.

Sous I’hypothese que l'inverse de la matrice ci-dessous existe !, on peut montrer? que orp =
dwrp avec
wrp = (9D, L®) ' ®'D,r

Comme remarqué par Antos et al. (2008); Farahmand et al. (2008); Sutton et al. (2009), lorsque
I'inverse existe, ce calcul est équivalent a celui de calculer la valeur ¢ € Im (®) qui minimise
(jusqu’a 0) 'erreur TD3

Erp(v) := |0 — IITD|| .

La méthode de minimisation du résidu de Bellman (BR) Le principe de cette seconde
approche BR (Schweitzer et Seidmann, 1985; Baird, 1995) est de chercher une valeur ¢ € Im (®)
qui minimise la norme du résidu de Bellman, c’est-a-dire la quantité

Er(0) := ||o — T,

Comme v est de la forme ®w, on peut voir que Egr(v) = ||Pw — yPOw — ||, = [|[Yw — 7|,
avec la notation ¥ = L®. En utilisant des arguments standards de type moindres carrés, on
peut montrer que le minimum est atteint pour 9gr = Pwppr avec

wpr = (V' D,9)"'0'D,,r. (2.1)
Notons que dans ce cas, I'inverse existe toujours (Schoknecht, 2002).

01

01
r1 et re. On a ainsi v(1) =r; + 17227 et v(2) = 1. Considérons l'approzimation a Uaide d’une

Exemple 2.1. Considérons le MDP ayant 2 états tel que P = < > . Notons les récompenses

unique fonction de base telle que ® = (1 2)’, avec une distribution uniforme pu = (.5 .5)". Comme
®'D,® = %, on a ™ = (%%), et le poids de la meilleure approximation est par conséquent

(1997); Bertsekas et Tsitsiklis (1996) afin de montrer qu’un algorithme de type Itérations sur
les Valeurs avec approximation linéaire et échantillonnage peut diverger si les échantillons ne

1. Ce n’est pas nécessairement le cas, comme nous le verrons dans I’exemple 2.1.

2. Nous ne détaillons pas ici dans la mesure ou la Section 2.3 généralisera cette dérivation.

3. Cette remarque est aussi vraie si 'on remplace || - ||, par n’importe quelle norme équivalente || - ||. Cette
observation, simple, a permis & Sutton et al. (2009) de proposer des algorithmes de type gradient dans le cas
off-policy, c’est-a-dire ou les échantillons ne proviennent pas de la méme politique que celle que ’on souhaite
évaluer.
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FIGURE 2.1 — Rapports (en échelle logarithmique) entre d’une part les projections TD et BR,
et d’autre part la meilleure approximation dans ’exemple 2.1, en fonction du facteur d’ac-
tualisation v et du parametre 6 de la récompense (Gauche). Il s’avére que ces surfaces sont
indépendantes de 6, donc nous tragons le graphe montrant uniquement la dépendance en ~
(Droite).

sont pas tirés selon la lov stationnaire de la politique considérée. Dans ces travaux, les auteurs
considérent le cas 1y = ro = 0 si bien qu’on a divergence quand bien méme la fonction de valeur
v(0) = v(1) = 0 appartient a lespace Im (P). Dans le cas 11 = ro = 0, les méthodes TD et
BR calculent la bonne solution (nous verrons un peu plus loin que c’est une propriété générale
lorsque la fonction de valeur appartient ¢ Im (®)). Nous avons donc étendu ce modéle en pre-
nant (r1,72) # (0,0). Comme la valeur est une fonction linéaire de la récompense, on considére
sans perte de généralité la forme (ri,m2) = (cosf,sinf).

Considérons tout d’abord TD : on a ®'D, = (3 1), (I —yP)® = (1 -2y 1—7), ainsi
(®'D,Y) = % — 3y et 'Dyr = 5 4 ro. En conséquence, le poids de l'approzimation TD est

wrp = %. On remarque ici que la valeur v = 5/6 est singuliére. Considérons maintenant

BR : on peut voir que (9'D,¥)~1 w et W'D,r = (1—27)7“1-5(2—27)7’2‘ Ainsi le poids

de lapprorimation BR est wpp = (%1_*2;")77)%1%3:3322

Pour toutes ces approrimations, on peut calculer l'erreur quadratique e par rapport a la
vraie valeur v. Pour tout poids w € {wept, wrp, wpR}, e(w) = |lv — Pw|? = Lw(1) —w)? +

2
3(v(2) — 2w)%. A la figure 2.1, nous avons tracé les rapports Z((Z:g)) t Z((pr’f)) sur une échelle

logarithmique (ils sont pas construction plus grands que 1) par rapport a 0 et ~y. Il s’avére que
ces surfaces sont indépendantes de 0 ; cette figure montre également le graphe en fonction de la
variable v seulement. On peut observer que pour n’importe quel choix de récompense, la méthode
BR est plus précise que la méthode TD. De plus, quand v est dans le voisinage de %, le rapport
correspondant a Uerreur TD tends vers l'infini tandis que celui de BR reste borné. Cet exemple
montre qu’il existe des MDPs ou la projection BR peut étre arbitrairement meilleure que la
projection TD. I serait ici prématuré de conclure que BR est toujours préférable a TD. La
littérature contient plusieurs arguments en faveur de TD, dont celui que nous considérons dans
l’exemple suivant.
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Exemple 2.2. Sutton et al. (2009) ont décrit un MDP & 3 états ou la méthode TD calcule
la meilleure projection Vop tandis que ce n’est pas le cas de la méthode BR. L’idée derriére ce
MDP peut étre décrit d’une maniére générale*. Supposons que nous avons un MDP ayant k + 1
€tats, et dont l’équation de Bellman a une structure triangulaire par blocs :

vy =~vPivr +1m
vy = YPa1v1 + Pagva + 13

ot v1 € RF et vy € IRZ, la concaténation des vecteurs vi et vy formant la fonction valeur.
Supposons de plus que l'espace d’approzimation Im (P) est RF x Sy 011 Sy est un sous-espace de
R'. Avec TD, on obtient la fonction de valeur exacte sur les k premiéres composantes, tandis que
ce n’est pas le cas pour BR : la satisfaction du premier bloc d’équations ci-dessus est détériorée
de sorte a réduire Uerreur sur le second bloc (qui implique également v1). Dans un contexte
d’optimisation du contréle ot la valeur serait utilisée pour déduire une politique gloutonne, ce
genre d’exemples peut avoir des conséquences dramatiques : vy est reli€é aux récompenses d’états
futurs accessibles a partir de ceux correspondants a vo, et les récompenses futures sont l’essentiel
lorsqu’il s’agit de prendre des décisions.

Globalement, les deux approches génerent des biais de différents types, et distribuent les
erreurs différemment. Pour approfondir leur comparaison, I’essentiel de la suite de ce chapitre
est consacré a des arguments plus analytiques.

2.2 Une relation et des problemes de stabilité

Bien que plusieurs travaux de la littérature aient comparé les deux méthodes (Schoknecht,
2002; Lagoudakis et Parr, 2003b; Munos, 2003; Yu et Bertsekas, 2010), la simple observation
suivante n’avait a notre connaissance jamais été soulignée.

Théoreme 2.3. L’erreur BR est une borne supérieure de ’erreur TD, et plus précisément :
Vi € Im(®), Epp(0)® = Epp(0)* + ||T% — IIT5||%.

Démonstration. Ceci est simplement une conséquence du théoreme de Pythagore, dans la me-
sure ou I170 — T'0 est orthogonal & Im (®) et v — IIT'0 appartient a Im (P). O

Ceci implique que si on est capable de rendre 'erreur BR petite, alors ’erreur TD sera également
petite. Dans le cas limite ou I'erreur BR est nulle, 'erreur TD le sera également.

L’une des motivations historiques pour minimiser 'erreur BR est liée a la garantie de
Williams et Baird (1993) :

R N 1 L
V0, v = 0llo < 7170 = Olleo.

Dans la mesure ou ’on controle I'erreur de projection seulement en norme quadratique, c’est la
variation suivante de ce résulat® qui est pertinente :

X R VOW) -
Vo, [lv =0l < = IIT0 = 2l

4. La suite de la description est fortement inspirée d’une communication personnelle avec Janey Yu.
5. La preuve est une conséquence de I'inégalité de Jensen et les arguments sont similaires a ceux donnés par
Munos (2003).
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ott O(u) := max; ; 24 est un coefficient de concentrabilité, qui peut étre vu comme une mesure
I )

de stochasticité de la chaine de Markov sous-jacente 9. Ce résulte montre qu’il est raisonnable
de minimiser ’erreur BR, dans la mesure ou elle permet de contréler indirectement ’erreur
d’approximation |[v — 0BR||.-

Du c6té de TD, il n’existe pas de résultat similaire. Le simple fait que nous ayons construit
I’'exemple 2.1 ou la valeur estimée par la projection TD est numériquement instable montre
qu’on ne peut pas prouver un tel résultat. Le théoreme 2.3 que nous venons d’énoncer permet
d’en dire un peu plus. En minimisant I’erreur TD, on minimise seulement une partie de ’erreur
BR, tandis qu’on ignore l'autre, ||Tv — HTUHZ, qui peut étre interprétée comme une mesure
d’adéquation entre la projection II et 'opérateur de Bellman 7. Dans ’exemple 2.1, I’erreur
d’approximation de TD tend vers 'infini parce que ce terme d’adéquation diverge.

Un regard complémentaire sur la potentielle instabilité de TD, a été qualifié de probleme
d’incompatibilité de norme (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Guestrin et al., 2001), et peut étre
revisité via la notion de coefficient de concentrabilité. Les matrices stochastiques P satisfont
IP|loo = 1, ce qui fait que l'opérateur de Bellman 7" est contractant de coefficient v et que son
point fixe est bien défini. La projection orthogonale par rapport a la norme || - ||, est telle que
|||, = 1. Ainsi P et II sont de norme 1, mais pour des normes différentes. Malheureusement,

une borne générale (optimale) pour les projections linéaires est [|II||o < 1+2‘/E (Thompson,

1996) et on peut montrer ” que ||P||, < 1/C (i), ce qui peut en général étre également de I'ordre
O(y/n). En conséquence, les normes ||IIP||o et ||IIP||, peuvent toutes deux étre plus grandes
que 1, et le point fixe de I’équation de Bellman projetée n’est en général pas bien défini. Une
exception remarquable a ce genre de probleme, ou ITP est de norme 1, est lorsqu’on peut prouver
que ||P||, = 1, comme par exemple lorsque p est une mesure stationnaire de P (Bertsekas et
Tsitsiklis, 1996; Tsitsiklis et Van Roy, 1997). Dans ce cas, on peut en déduire (Bertsekas et
Tsitsiklis, 1996; Tsitsiklis et Van Roy, 1997) que

(2.2)

. 1 X
lv—9rp|l, < \/17_7”” — Dopt |-

Une autre exception notable est lorsque ||II|| 0z = 1, comme dans le cas d’approximation linéaire
de type “averager” (Gordon, 1995). Cependant, en général, la stabilité numérique de 'approche
TD est difficile a garantir.

2.3 Une vision unifiée via les projections obliques

Dans 'approche TD, on cherche a trouver le point fixe de la composition d’une projection
orthogonale II et de I'opérateur de Bellman T'. Nous allons ici supposer que nous utilisons une
projection II non nécessairement orthogonale sur Im (®), c’est-a-dire une application linéaire
qui satisfait I12 = II est dont le domaine d’arrivée est Im (®). De la maniere la plus générale,
ces opérateurs sont appelés des projections obliques et ont la forme analytique suivante :

[y = ®drx avec 7y = (X'®)71X".

6. Si p est uniforme et n est fini, alors il existe une telle constante C'(u) € (1,n), ol Uon rappelle que n est
la taille de ’espace d’états. Dans un tel cas, C(u) est minimal lorsque la chaine de Markov est telle que tous
les états suivants sont choisis selon la loi uniforme, et maximal des qu’il existe une transition déterministe qui
va concentrer la masse en un état. Nous reviendrons sur ces coefficients dans les chapitres suivants, notamment
dans le dernier chapitre de ce manuscrit.

7. Pour tout z, ||Pz|} < ||lz||Zp < C(u)||z|;. L’argument pour la premiére inégalité implique I'inégalité de

Jensen et est de nouveau proche ce ce qui est fait dans (Munos, 2003).
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FIGURE 2.2 — Projection oblique de v sur Im (®) orthogonalement & Im (X).

Ici, le parametre X caractérise la direction avec laquelle on effectue la projection. Précisement,
IIx est la projection sur Im (®) orthogonalement & Im (X) (une illustration est donnée a la
figure 2.2). De méme que dans le cas des projections orthogonales, nous avons les identités
nx® =1 et mxIlx = wx. Rappelons que nous avons noté L = I — vP. Le résultat principal de
notre analyse comparée des approches TD et BR est énoncé ci-dessous.

Théoréme 2.4. Notons Xtp = D, ® et Xpr = D, L.

1. Le point fize de l’approche TD et le projeté de résidu minimal BR sont, respectivement
pour X = Xpp et X = Xpg, le point fixe de l’équation projetée

vx = xT0x.

2. Quand ce point fize existe, la solution de cette équation projetée est la projection de la
(vraie) valeur v sur Im (®) orthogonalement a Im (L' X), c’est-a-dire que

@X = HL’X V.

Démonstration. On commence par montrer le deuxieme point. Notant vx = dwyx, I’équation
du point fixe est :
dwx = lIx(r + yPOw,).

En multipliant par 7x, on obtient
wx = mx(r+yPdw,),

dont on déduit
wWx = (I — ’77TXp<I>)_17rXr.

En utilisant la définition de 7x, on a

= —~y(X'®)"'X'PO)" Y (X'®) ' Xr

= [(X'®)(I —(X'®) "' X' PD)] ' X'r

= (X'(I —=~P)®) " 'X'r (2.3)
= (X'L®) ' X'Lv
=Tpx v

ol nous avons utilisé apres I'équation (2.3) le fait que r = L.
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Prouvons maintenant le premier point. Le fait que TD soit un cas particulier avec X = D, ®
est trivial par construction dans la mesure ou Ilx est la projection orthogonale par rapport a
| - ||.- Enfin, lorsque X = D, L®, il suffit d’observer les équations (2.1) et (2.3) et la défintion
de ¥ = L® pour voir que wx = WyR. ]

Au dela de linterprétation géométrique qu’on peut apprécier en tant que telle, une conséquence
directe et pragmatique du théoreme 2.4 est qu’on peut facilement dériver des bornes d’erreur
pour les méthodes TD, BR, et de maniere générale pour toute autre méthode basée sur une
projection sur Im (®) orthogonalement & Im (X) avec X quelconque. Pour toute matrice M,
notons o (M) son rayon spectral. On a le résultat suivant.

Théoréeme 2.5. Pour n’importe quel choix de X, l'erreur d’approximation satisfait

[v=0xlu < [Mrx|ullv = Doptllu (2.4)
= Vo(ABCB')||v = Gopt|
ol A=8'D,®, B=(X'L®)"! et C = XLD,'I'X sont des matrices de taille d x d.

Ainsi, pour tout X, 'amplification de la plus petite erreur de projection possible ||v — Vgpt ||,
dépend de la norme de la projection oblique associée, qui peut étre estimée comme le rayon
spectral d’un produit de matrices de (petite) taille d x d. Voici un corollaire simple de ce
résultat : si la fonction valeur v appartient a l'espace Im (®) sur lequel on effectue la projection
(dans ce cas v = Dgpt), alors toutes les méthodes de point fixes basées sur des projections obliques
(dont TD et BR) la calculent exactement (vx = v).

Démonstration du théoréme 2.5. Le théoreme 2.4 implique que
v — 'f)X — (I— HL/X)U = (I — Hle)(I — HDHq>)'U.

ou nous avons utilisé le fait que Uy xIp,e = Ilp,e, vu que I/ x et lp,e sont toutes deux
des projections sur Im (®). En prenant la norme, on obtient
[0 = oxll < I = Mpx|lullo = p,evll,
= M x [|ullv = Popt| .
ol nous avons utilisé la définition de Oy, et le fait que |1 — x|, = || x||u lorsque Iz x

est une projection non-triviale (Szyld, 2006). On en déduit I’équation (2.4).
Afin d’évaluer cette norme en termes de matrices de taille d x d, on utilise le lemme suivant.

Lemme 2.6 (Yu et Bertsekas (2010)). Soient Y une matrice de taille n x d et Z une matrice
de taille d x n. On a la relation suivante :

1Y Z|[, = o (Y'DY)(ZD,"Z")).
Appliqué & la matrice de projection I, x = $7p/x, on obtient

Mpx |2 = ®mpx|?
= o[(®'Dy®)(rryx D, (7 x)")]
= o[®'D,®(X'L®) ' X'LD, ' L'X (®'L'X) ]
= o[ABCB']. O

Le théoreme 2.4 que nous venons de décrire est intimement lié a un article de Schoknecht
(2002), dans lequel 'auteur dérive la caractérisation suivante des méthodes TD et BR.
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Théoréme 2.7 (Schoknecht (2002)). Les solutions calculées par les méthodes TD et BR sont
les projections orthogonales de la valeur v respectivement induites par la seminorme8 || - lQrp
avec Qrp = L'D,@®'D, L et par la norme || - ||Qgzr with @er = L'D,, L.

Cette caractérisation en termes de “projection orthogonale” par rapport a des (semi-)normes
et notre caractérisation originale en terme de “projection oblique” sont en fait équivalentes.
D’une part, pour approche BR, il est facile de voir que H”'HQBR = I/ xp,. D’autre part, pour
TD, en écrivant Y = L' X7p, on a simplement besoin de remarquer que

Oy x,, =My
=o(Y'®)" Y’
=o(Y'®)" L(@Y) (Y)Y
=o(@'YY'®d) oYY’
=g,

L’analyse de Schoknecht (2002) suggere que les approches TD et BR sont optimales pour des
criteres différents, puisque les deux visent & calculer une approximation v € Im (®) qui minimise
|0 — v|| pour une certaine (semi-)norme || -||. De maniére complémentaire, notre résultat suggere
plutot qu’aucune des deux n’est optimale, dans la mesure o1 aucune des deux ne correspond a
la direction de projection X* := L’*IDHCI) pour laquelle 0x+ = Il x+v = Ilp,ev = Vgpt.

L’étude que nous venons de présenter ici, et notamment les théoremes 2.4 et 2.5, revisitent le
travail de Yu et Bertsekas (2010), dans lequel les auteurs dérivent des bornes d’erreur similaire
pour les approches TD et BR. Notre approche ressemble beaucoup a la leur : 1) nous dérivons une
relation linéaire entre la fonction de valeur v, son approximation v, et la meilleure approximation
Uopt, Puis 2) nous exprimons la norme des matrices impliquées en fonction du rayon spectral de
petites matrices, via d’ailleurs le lemme 2.6 que nous empruntons & Yu et Bertsekas (2010). D’un
point de vue quantitatif, nos bornes sont identiques a celles dérivées par Yu et Bertsekas (2010).
Ceci a deux conséquences immédiates : comme montré par Yu et Bertsekas (2010), 1) notre borne
est optimale dans le sens ol il existe une fonction récompense pour laquelle I'inégalité est en fait
une égalité, et 2) elle est toujours plus fine que la borne donnée a ’équation (2.2) de Bertsekas et
Tsitsiklis (1996); Tsitsiklis et Van Roy (1997). Cependant, notre approche est qualitativement
différente : en soulignant la relation de type projection oblique entre la fonction de valeur v et
son approximation ¥, nous donnons une intuition géométrique sur les deux méthodes, et cela
simplifie grandement les résultats et les démonstrations pour les obtenir, les arguments dans Yu
et Bertsekas (2010) étant en effet beaucoup plus complexes.

Enfin, il y a une différence importante entre nos résultats et les deux travaux similaires que
nous venons de mentionner. L’analyse que nous proposons est unifiée pour les deux approches
TD et BR (et elle s’étend méme immédiatement a de potentielles nouvelles approches qui
utiliseraient d’autres choix du parametre X), tandis que dans (Schoknecht, 2002) et (Yu et
Bertsekas, 2010), les résultats sont prouvés indépendemment pour chaque méthode.

2.4 Comparaison empirique

Pour approfondir la comparaison des approches TD et BR, nous avons effectué quelques
simulations numériques. Nous considérons des espaces d’états de dimensions n = 2,3, .., 30.
Pour chaque n, nous considérones des projections sur des espaces de dimensions k = 1,2, .., n.

8. C’est une seminorme car la matrice Qrp est en général seulement semi-définie positive (étant donné que
®®’ a un rang au plus d, qui est strictement plus petit que n). La projection correspondante est néanmoins bien
définie (dans le sens “chaque point a exactement un projeté”) des lors que Im (®) N {z; ||z||o,, = 0} = {0}.
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FIGURE 2.3 — Proportion de fois ou I'approche TD est meilleure.

Pour chaque couple (n, k), nous générons aléatoirement 20 projections (les entrées de la matrice
®, et de la mesure i qui caractérisent cette projection sont des variables aléatoires uniformes
ii.d. sur [0,1]) et 20 chaines de Markov : pour chaque état i, il y a une probabilité p; (choisie
uniformément dans [0, 1]) d’aller dans 1’état i+ 1 et une probabilité 1 — p; de rester dans i, I’état
n étant absorbant. La récompense est un vecteur aléatoire (entrées également uniformes i.i.d sur
[0, 1]). Pour les 20 x 20 combinaisons de projections/chaines de Markov, nous calculons la vraie
valeur v, la meilleure projection 9y selon la norme || -||,,, le point fixe 9rp de 'approche T'D, et
le resultat 9pr de 'approximation BR. Nous en déduisons la meilleure erreur e = |[v — Oopt | 4,
et les erreurs d’approximations erp = ||v — Orpl|u et epr = ||v — UBRr||x des deux approches.
Nous calculons également les bornes théoriques du théoreme 2.5, notées ici brp et bgr. Chacune
des ces expériences est effectuée pour 4 valeurs du facteur d’actualisation v : 0.9, 0.95, 0.99,
et 0.999.

A partir des données brutes obtenues par ces expériences, nous avons effectué, pour chaque
couple (n, k), des statistiques que nous décrivons maintenant. Tous les graphes que nous présen-
tons montrent la dimension de ’espace n et celle de la projection k respectivement sur les axes
x et y. A chaque figure, nous présentons les résultats pour les 4 valeurs du facteurs d’actualisa-
tion. La figure 2.3 donne la proportion de problemes ot la méthode TD renvoie une meilleure
approximation que la méthode BR (E[Lc, ,<epy]). Cette proportion est systématiquement plus
grande que %, ce qui signifie que le point fixe TD est généralement meilleur que la solution BR.
La figure 2.4 donne la proportion du nombre de fois o1 les bornes du théoreme 2.5 permettent de
prédire correctement laquelle des deux méthodes est la mieux (E[1i.,, <epnl=prp<bpg]l)- Sauf
lorsque l'espace de projection est de grande dimension (et donc trés proche de 'espace initial),
ces bornes n’ont pas l'air suffisamment fines pour prédire correctement la meilleure méthode. La
figure 2.5 montre Elerp/epg|, 'espérance du rapport entre les deux erreurs d’approximation.
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FIGURE 2.4 — Proportions du nombre de bonnes predictions de la meilleure méthode via le
Théoreme 2.5

On observe qu’en général, cette espérance est plus grande que 1, ¢’est-a-dire qu’en moyenne 1’ap-
proche BR est meilleure que 'approche TD. De prime abord, ceci peut paraitre contradictoire
avec notre interprétation de la figure 2.3 ; 'explication est la suivante : lorsque la minimisation
BR est meilleure que TD, c’est par une plus grande marge que lorsque c’est le contraire. Nous
pensons que cela correspond aux situations ou TD est instable numériquement. Pour confirmer
ce point, la figure 2.6 montre, séparément pour chaque méthode, I'espérance de I'erreur relative
d’approximation par rapport a la meilleure approximation (E[erp/e] et E[legr/€]). Sur toutes
les surfaces correspondant & TD, on peut voir de nombreux pics (correspondant aux instabilités
numériques), tandis que les surfaces pour BR sont beaucoup plus lisses.

2.5 Bilan et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes du point fixe TD et de la minimisation
BR pour approcher la valeur d’une politique dans un MDP. Nous avons décrit en détail deux
exemples (exemples 2.1 et 2.2) originaux. Dans le premier, ’approche BR est systématiquement
meilleure, tandis que dans le second (qui généralise I'esprit de I’exemple de Sutton et al. (2009))
le probléeme est mieux approché par TD. Le théoreme 2.3 souligne une relation étroite entre les
critéres optimisés par les deux méthodes : il montre que la minimisation effectuée par I’approche
BR implique la minimisation de ’erreur TD ainsi que d’un terme supplémentaire d’adéquation,
qui apparait crucial pour la stabilité numérique.

La principale contribution, énoncée au théoreme 2.4, fournit un point de vue original pour
comparer les deux méthodes de projections. Ainsi, les deux approches peuvent étre toutes deux

33



v=0.9 v =0.95

E[TD_err/BR_err] E[TD_err/BR_err]
1 1

1000
100
10

10
15 .
space dim.

10

30 15 .
space dim.
15

1 15
proj. space dim.

proj.spacedim.10 5 5
v = 0.999

075

0
v =0.99

E[TD_err/BR_err] E[TD_err/BR_err]
1 1

100

10

10
15 .
space dim.

10

30 15 .
space dim.

15

1 15
proj. space dim.

proj. space dim. 10 5

FIGURE 2.5 — Espérance de erp/epr.

vues comme des méthodes de point fixe (ce fait était a notre connaissance nouveau pour BR).
De plus, les solutions de ces deux méthodes sont des projections obliques de la vraie valeur v
(ceci était également & notre connaissance nouveau). Finalement, cette caractérisation permet
de dériver des bornes d’erreurs optimales (théoreme 2.5). Notre analyse est étroitement liée
a celles de Schoknecht (2002) et Yu et Bertsekas (2010); en comparaison, notre approche est
unifiée, et permet une dérivation beaucoup plus simple des bornes d’erreur.

Concernant la question de choisir en pratique parmi les deux approches, I’analyse suggere
que l'approche BR est la plus raisonnable des deux, car c’est la seule a étre assortie d’une
performance de garantie. Empiriquement, nous pouvons faire les constats suivants :

1. la méthode TD renvoie souvent un meilleur résultat que BR;

2. I'approche TD est numériquement instable, et renvoie parfois une tres mauvaise approxi-
mation ;

3. En moyenne, BR est meilleure que TD.

En d’autres termes, on pourra retenir que ’approche du point fixe TD est plus risquée que la
minimisation BR.

Une observation, un peu décevante, est que les bornes du théoreme 2.5, bien qu’optimales
(parmi les bornes indépendantes de la fonction récompense), n’ont pas l'air tres efficaces pour
décider a priori laquelle des deux méthodes est la meilleure en pratique (c’est ce qu'on a pu
observer a la figure 2.4). Etendre I’analyse d’une maniere qui permettrait de prendre en compte la
fonction récompense, de méme qu’exploiter la vision originale unifiée des bornes (théoréemes 2.4
et 2.5)—par exemple en interpolant entre les deux méthodes—constituent deux perspectives
naturelles.
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L’approche TD que nous avons considérée est un cas particulier d’une famille de méthodes,
TD()\) (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Tsitsiklis et Van Roy, 1997), avec A = 0. Une implémen-
tation particuliere de cette méthode paramétrée par A sera d’ailleurs 'objet du prochain cha-
pitre. Les valeurs de A > 0 permettent de controler I'une des faiblesses de TD : on peut montrer
que les instabilités numériques disparaissent et que 1’on se rapproche de la meilleure projection
Uopt lorsque A tend vers 1. Etudier ce cadre plus général dans le cadre des projections obliques
et dériver des bornes d’erreurs générales constitue une perspective naturelle.
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Chapitre 3

Vitesse de convergence et borne
d’erreur pour LSTD())

Comme dans le chapitre précédent, nous allons ici encore nous concentrer sur ’estimation
de la valeur d’une politique fixée. Nous allons considérer une généralisation de ’approche du
point fixe TD; cela permettra notamment d’illustrer la mise en ceuvre pratique du calcul du
point fixe d’une équation de Bellman projetée. Nous considérons ’algorithme LSTD(A) (Least-
Squares Temporal-Difference) avec traces d’éligibilité initialement proposé par Boyan (2002),
ou A est un parametre librement choisi dans [0, 1]. Lorsque A = 0, le probleme d’estimation
que cet algorithme essaye de résoudre est le probleme TD que nous avons considéré dans le
chapitre précédent. Etudier le cas A = 0 peut étre intéressant car ce parametre intervient dans
la qualité de la borne d’erreur entre la valeur asymptotique calculée par I’algorithme et la valeur
effective v. En effet, comme le montre le théoréme 3.4 (reproduit a la section 3.2) du a Tsitsiklis
et Van Roy (1997), en faisant varier A de 0 a 1, on passe de la projection oblique décrite au
précédent chapitre & la (meilleure) projection orthogonale. Nedic et Bertsekas (2002) ont prouvé
la convergence presque sire de l'algorithme LSTD(A) quand le nombre d’échantillons utilisé
tend vers l'infini. Plus récemment, dans le cas A = 0 et pour un nombre fini n d’échantillons,
Lazaric et al. (2012) ont obtenu une borne d’erreur de 'ordre O(ﬁ) L qui est valide avec forte
probabilité. Une analyse similaire dans le cas A > 0 n’avait, & notre connaissance, pas encore été
proposée dans la littérature ; c’est ’objet de la contribution que nous décrivons dans ce chapitre,
travail réalisé dans le cadre de la these de Manel Tagorti et publié dans (Tagorti et Scherrer,
2015).

3.1 L’algorithme LSTD()\)

Nous utilisons un certain nombre de notations communes avec celles du précédent chapitre ;
nous les rappelons ici par souci de clarté. La principale différence ici sera qu’on utilisera la
notation n pour désigner le nombre d’échantillons utilisés par l'algorithme. Nous aurons de
plus besoin d’un certain nombre d’hypotheses techniques que nous décrivons maintenant. Nous
rappelons que comme dans le reste du manuscrit concernant les problemes de grande taille, on
considere le cas d’un espace d’états fini ou dénombrable 2. On suppose que la chaine de Markov
(correspondant 2 la politique qu’on souhaite évaluer) est ergodique 3. Par conséquent elle admet

1. La notation f(n) = O(g(n)) signifie f(n) = O(g(n)log”® g(n)) pour k > 0.

2. On se restreint ici au cas fini/dénombrable essentiellement car ceci facilite la présentation de notre analyse.
Une extension au cas continu est & notre avis possible moyennant quelques hypotheses techniques supplémentaires.

3. Dans le cas dénombrable, une chaine de Markov est ergodique si et seulement si elle est irréductible et
apériodique, c’est-a-dire si et seulement si : V(z,y) € X2, 3no, Yn > ng, P"(z,y) > 0.
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une unique mesure invariante qu’on notera p. Pour tout K € R, on note B(X, K) I’ensemble des
fonctions mesurables définies sur X et majorées en valeur absolue par K. On suppose ici que la
fonction récompense r est dans B(X, Rpax) pour Rpax € R. On souhaite ici encore approcher
la solution du systeme linéaire v = Tv ou T est 'opérateur de Bellman affine caractérisant la
valeur de la politique. Il est clair que v € B(X, Vipax) avec Vipax = Rm‘“ . On souhaite approcher
v par une paramétrisation linéaire 0 = ®6, avec la matrice de bases @ de dimension | X| x d et
6 € R?. On suppose que, pour tout j € {1,...,d}, la fonction de base ¢; : X — R appartient a
B(X, L), pour un L fini. Pour tout = € X, on note ¢(z) = (¢1(x), ..., pa(x))" le vecteur donnant
les d valeurs des fonctions de base en I’état x. On fera ici encore I’hypothese suivante.

Hypothése 3.1. Les fonctions de base (¢;);cq1,...ay sont linéairement indépendantes.

Comme dans le chapitre précédent, on considere la projection IT sur I'espace engendré Im (®)
suivant la norme quadratique ||.|, :

ol = [ wa)o(@)?.
zeX
La matrice de cette projection II a la forme analytique suivante :
I1=®(®D,®) '9'D,, (3.1)

ot D, est la matrice diagonale composée des éléments fi(i).

Le but de I'algorithme LSTD(A) est de calculer la solution de I’équation v = T v, ot
lopérateur T est défini comme la moyenne géométrique de parametre \ des puissances T¢ de
l'opérateur de Bellman 7' :

YA€ (0,1), Yo, T = (1 — A Z)\ZTZ“ (3.2)

Cet opérateur est identique a celui, présenté en introduction, qui intervient dans la description
de l'algorithme A-Itérations sur les politiques—équation (2) page 9. Dans le cas A = 0, on a

T* = T. On peut montrer que I'opérateur T est contractant de module (1 f\‘:’ < v pour la
norme || - [|,,; en effet, comme T est affine, et vu que |P||, = 1 étant donne que 4 est la

distribution stationnaire du processus (Tsitsiklis et Van Roy, 1997; Nedic et Bertsekas, 2002),
pour tous vecteurs u et v, on a

1T 0 = Tl < HZN (T = T ),

_ (1 - )‘)H Z /\i(,yi-‘rlpi-i-lu - 7i+1Pi+1U)H,u
=0

=AY XY u =l
i=0

_(1=X)y

= =5 e = ol
On sait que ||II||, = 1 (Tsitsiklis et Van Roy, 1997), et on a par conséquent ||[IT*||, < 1. Par
le théoreme du point fixe de Banach, I’équation v = IIT*v admet une et une seule solution,
qu'on notera vrgrp(n), étant donné que c’est la valeur vers laquelle 1'algorithme LSTD())
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converge asymptotiquement (Nedic et Bertsekas, 2002). Puisque VLsTD()) appartient au sous-
espace Im (®), il existe 6§ € R? tel que :

ULSTD(X) =0 = HTA(I)H

En remplacant IT et 7% par leurs expressions respectives—équations (3.1) et (3.2)—on peut
montrer (Nedic et Bertsekas, 2002) que résoudre v = IIT v revient & résoudre Iéquation A6 = b,
avec pour tout ¢,

A=%D, (I —yP)(I - \P)'® =Ex__., [ ST (I TESX)(G(X) — 76(Xir1))’

k=—o0

(3.3)

et b=®D,(I—-y\P) 'r=Ex _., [ Z (fy)\)i_kqb(Xk)r(Xi)] , (3.4)

k=—o00

Pour tout x, ¢(x) est de dimension d, donc la matrice A est une matrice de taille d x d et b un
vecteur de taille d. Sous I’hypothése 3.1, on peut montrer que la matrice A est inversible (Nedic
et Bertsekas, 2002) et donc vpg7p(n) = ®A~'b est bien défini.

On va maintenant décrire plus précisément ’algorithme LSTD(\). Etant donnée une tra-
jectoire X1, ...., X, générée par la chaine de Markov, les expressions respectives de A et b sous
forme d’espérance—équations (3.3) et (3.4)—suggerent de construire les estimateurs suivants :

n—1
A= 03 A0 —10(Xi))
e
et b= — Z zir(X;),
=1
otz =Y (M) Fe(X) (3.5)
k=1

est communément appelée la trace d’éligibilité. L’algorithme LSTD(A) renvme alors ’estimation
(pour un nombre d’échantillons fini) dr5rp) = 6 de VLSTD(N) avec? § = A=1b . Nedic
et Bertsekas (2002) ont montré, en utilisant une variante de la loi des grands nombres, la
convergence presque stre de Aetb respectivement vers A et b. Ceci implique la convergence
presque stre de Or,g7p(x) Vers vrsrp(y)- Le résultat principal présenté dans ce chapitre et publié
avec Manel Tagorti dans (Tagorti et Scherrer, 2015) est d’approfondir cette analyse : nous allons
dériver une borne sur la vitesse de convergence de 9r57p(\) Vers vrsTp(x), €t en déduire une
borne sur I'erreur d’approximation globale ||07,g7p(y) — v, de P'algorithme.

3.2 Résultat principal

Cette section contient notre résultat principal. Une hypothese clé de notre analyse consiste
a supposer la chaine de Markov 3-mélangeante®.

4. On verra dans le théoreme 3.3 que A est inversible avec forte probabilité & partir d’un certain nombre
d’échantillons.
5. Une chaine de Markov stationnaire et ergodique est toujours S-mélangeante.
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Hypothese 3.2. Le processus (Xy),~, est f-mélangeant, c’est-a-dire que son ime coefficient

B =swpE | sup |P(Blo(X]) ~ P(B)|
t>1 Beo(X39,)
tend vers 0 quand i tend vers linfini, avec le = {X},...., X} pour j > 1 et U(Xij) la tribu
engendrée par le. De plus, le processus (X),~, est exponentiellement f-mélangeant de pa-
ramétres B> 0, b > 0, et & > 0 dans le sens suivant : B; < Be 0",

Intuitivement le coefficient §; mesure le degré de dépendance entre les échantillons de la séquence
séparés par i pas de temps (plus le coefficient est petit, plus les échantillons sont indépendants).
On va maintenant énoncer le théoreme principal qui fournit la vitesse de convergence de 1’algo-

rithme LSTD(M).

Théoréme 3.3. On fait les hypothéses 3.1 et 3.2 et on suppose que X1 ~ p. Pour tout n > 1
et 6 € (0,1), on définit les fonctions :

I(n, ) = 32A(n, o) max{A(’Z’ J) 1}i avee A(n,d) = 2 <10g (85”2> + log(max{4e2,nﬁ})> ,

et Uentier strictement positif :

1 -1
v |oatn—1)

A P\ )
log (le)
Pour tout §, soit ny(0) le plus petit entier tel que pour tout n > ng(d),
2dL? 1 2
Ay 1) I(n—1,68)+ *
(1= [W— Vo + L ) T

ou v est la plus petite valeur propre de la matrice de Gram <I>’DH<I>. Alors, pour tout §, avec
une probabilité supérieure ou égale a 1 — 0, pour tout n > ny(d), A est inversible et

4V, nazd L2
— 9 < mer A1) I(n—1,8)+h(n,d
lvLsTpy — DnsTpoylle < NaESTl 7)V\/(mn'i‘ )I(n —1,6) + h(n,d)

avec h(n,6) = O (L log 3).

La constante v est strictement positive sous I’hypothese 3.1. Pour tout 4, il est clair que
I'entier ng(d) existe et est fini puisque le terme a gauche de 'équation (3.6) tend vers 0 quand
n tend vers linfini. Comme m;) et I(n —1,6) sont O(1), on peut déduire que LSTD(\) estime

<1 (3.6)

vLSTD(\) avec une vitesse de I'ordre O (ﬁ) Comme la fonction A + m\ est croissante, notre

borne sur la vitesse de convergence se déteriore lorsque A augmente. Cette déterioration est
compensée par le fait que la qualité asymptotique de vyg7p(y) s’améliore lorsqu’on augmente
le parametre A, comme le montre le résultat suivant de la littérature.

Théoréme 3.4 (Tsitsiklis et Van Roy (1997)). L’erreur d’approzimation vérifie®
1

— My
v —vrsroollp < 5— 5 [v — o],

6. Cette borne peut étre améliorée, comme I'a suggéré V. Papavassilou (Tsitsiklis et Van Roy, 1997); en
utilisant le théoreme de Pythagore, on obtient

1— XMy
1= +v—=2X))

Par souci de simplicité, nous garderons la forme du théoreme 3.4.

lv—visrpoylle < 7 llv — ov||,.
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FIGURE 3.1 — Courbes d’apprentissage pour différentes valeurs de \. On génere 10000
MDPs Garnet aléatoires (Archibald et al., 1995) avec 15 états, un facteur de branchement
2, des récompenses uniformes et aléatoires avec v = 0.99. Pour chaque MDP, on génere une
base aléatoire de dimension 4 (en prenant des matrices aléatoires avec des entrées uniformes et
aléatoires). Pour toutes ces valeurs de A € {0.0,0.3,0.5,0.7,0.9,1.0}, on montre (&4 gauche) la
moyenne de 'erreur et (a droite) la déviation standard de cette erreur en fonction du nombre
d’échantillons.

En particulier lorsque A =1, on a % = 1 et 'on en déduit que LSTD(1) estime la projection

orthogonale ITv de v. En utilisant I'inégalité triangulaire, on déduit des théoremes 3.3 et 3.4 une
borne sur 'erreur globale.

Corollaire 3.5. Sous les hypotheses et les notations du théoréme 3.3, pour tout &, avec une
probabilité 1 — &, pour tout n > ng(6), l'erreur globale de LSTD(X) vérifie :

1— My o — Tho, + AVimazd L?
v—1Iv
1—x P uvn—1(1—7)

lo = dnsrpoll < V(3 + 1) I(n - 1,6) + h(n, ).

Cette borne requiert un nombre suffisamment grand (n > ng(6)) d’échantillons. Pour une valeur
fixe de §, ce nombre augmente lorsque A augmente. Par ailleurs, lorsque 0 tend vers 0, ng(9)
tend vers 'infini. L’existence d’une telle condition n’est pas surprenante dans la mesure ou ’on
s’intéresse a une version non-régularisée de LSTD()), ce qui fait que la matrice A peut étre
singuliére pour un n ou un § trop petit.

Comme il a déja été mentionné précédemment, la valeur A = 1 minimise la borne sur I'erreur
d’approximation |[v — vrgrp(y) |l (le premier terme a droite dans le corollaire 3.5) alors que
la valeur A = 0 minimise la borne sur I'erreur d’estimation |[vrs7py) — OrsTpn)llu (le second
terme). Pour tous § et n > ng(6), il existe une valeur optimale A* du parametre qui minimise
Perreur globale, faisant un compromis entre ces deux erreurs. Lorsque le nombre d’échantillons
n tend vers l'infini, la valeur optimale \* tend vers 1. En général cependant, le choix optimal
A* depend aussi bien des parameétres du processus S-mélangeant (b, x et 3) que de la qualité
de I’espace de projection ||v —IIv||,, qui sont des quantités inconnues en pratique. La figure 3.1
illustre via quelques simulations numériques I'influence de A et n sur 'erreur d’approximation
globale. Empiriquement, la meilleure valeur de A semble bien étre une fonction monotone du
nombre d’échantillons n, qui tend vers 1 asymptotiquement.
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3.3 Principales idées de la preuve

Dans cette section, j’esquisse les grandes lignes justifiant les résultats de la section précédente.
Les détails des arguments sont donnés dans l'article (Tagorti et Scherrer, 2015). Tout d’abord,
nous commencons par dériver (via des arguments d’algebre linéaire) un lemme sur la sensibilité
de la solution vrgrp(y) & une déviation déterministe des estimés Aet b par rapport a leurs
limites respectives A et b.

Lemme 3.6. Soient ex = A — A, ¢, = b— b, et v la plus petite valeur propre de Q)TDNQ). Pour
tout A € (0,1),

R - Ay
HULSTD(/\) —ULSTD(,\)Hu > ( )\fH(I‘FG AA” ) 1H2||5A9—61>H2=

ot § = A7'b. De plus, si pour 2 réels e et C on a |lealls < e < C < ﬁ, alors A est inversible
et

T 1
I+ ead™) o <
C
Ce lemme suggere de contréler les termes [lea||2 = [|A— A2 et ||ep]|2 = HB—ng Nous allons

expliquer comment faire cela avec forte probabilité. Comme les deux termes A et b ont la méme
structure, on considére une matrice qui a la forme générale suivante :

n—1
! Z Gl avec Gz = Zi(T(XZ', XZ'_H))T

n—14
1=

G =

oil z; est la trace définie & '’équation (3.5) et 7 est une fonction de X2 dans R*. Soit ||.||+ la
norme de Frobenius : pour tout M € R¥™* |M|% = S, Z§:1(Ml,j)2- Le second élément
de notre analyse est une inégalité de concentration pour le processus G basé sur une trace z;
définie a partir d’une chaine de Markov S-mélangeante.

Lemme 3.7. On fait les hypotheses 3.1 et 3.2 et on suppose que X1 ~ . On rappelle que ¢ =
(P1,...,0q) est telle que pour tout j, ¢p; € B(X, L) ; on suppose de plus que pour tout 1 < j < d,
7; € B(X? L'). Soient m)y et I(n,§) comme définis au théoréme 3.3. Soit J(n,d) = I(n,4n?5).
Alors, pour tout 6 dans [0, 1], avec probabilité au moins 1 — 9,

n—1

nilz; _7ZE

1=

2Vd x k LL’
(1 —=Ay)vn —

(m)+1)J(n—1,8) +€(n),

A__VdxkLL'

avec f(n) - anm

La preuve de ce résultat est assez technique. Il y a deux difficultés concernant les estimés G;
utilisés pour calculer G : 1) G; est une fonction (X **!)-mesurable du vecteur non-stationnaire
(X1,...,X;41) et est par conséquent non-stationnaire ; 2) Pour tout 4, les G; sont calculés a par-
tir d’une unique trajectoire de la chaine de Markov et sont statistiquement fortement dépendants.
Pour gérer la premiére difficulté (la non-stationarité), on considére une trace tronquée avec pro-

fondeur m
i

= () TRe(Xy),

k=max(i—m+1,1)

42



et on approche G par le processus G™ défini par :

1 n—1

G = p—— ZG;”, avec G = 2"(1(X;, Xiv1))".
i=1

En effet, G™ est maintenant une fonction o(X™!)-mesurable du vecteur stationnaire Z; =
(Xicm+1, Xicm+42 5.+, Xig1), ce vecteur étant stationnaire dans la mesure ou X; ~ p. Pour
gérer le deuxieme difficulté (la dépendance des échantillons), pour n’importe quelle profondeur
de troncature m de la trace, on utilise I’hypothese de S-mélange pour transformer les échantillons
G!" en blocs d’échantillons indépendants en utilisant la “technique de blocs” de Yu (1994) d’une
maniere similaire & ce qui a été fait par Lazaric et al. (2012) pour LSTD(0). On conclut alors
en utilisant une inégalité de concentration de la littérature pour un processus basé sur des
échantillons i.i.d. En plus des traces tronquées a profondeur m, un ingrédient spécifique de notre
analyse de LSTD(\) est que nous devons montrer que le processus (Z;)i>1 = (Xi—m+1, Xi—m+2
s, Xit1)i>1, a partir duquel le processus tronqué G7* est défini, hérite de la propriété de
B-mélange du processus originel (X;);>1; c’est I'objet du lemme ci-dessous.

Lemme 3.8. Si (X,,)n>1 est un processus f-mélangeant, alors (Zy)n>m = (Xn—m+1, Xn—m+2
ye ey Xnt1)n>m €st un processus S-mélangeant tel que le i*™¢ coefficient BlZ satisfait ﬁZZ < ,Bi)im.

Le lemme 3.7 s’obtient alors en choisissant une profondeur de trace m = mf‘], ce qui permet de

faire en sorte que la distance entre G et G™ est bornée par e(n) (comme défini dans le lemme),
et est donc négligeable par rapport a I’analyse de déviation obtenue via la “technique de blocs”
de Yu (1994).

La fin de la preuve du théoréme 3.3 se fait en appliquant 'inégalité de concentration du
lemme 3.7 aux quantités d’intérét du lemme 3.6, c’est-a-~dire a ||e4||2 et |[ead — €p||2- Le passage
du terme J(n,d) = I(n,4n%5) du lemme 3.7 & I(n,d) dans le theoréme 3.3 se fait en bornant la
probabilité de la réunion des événements ”[|e4||2 et ||e40 — €p||2 sont suffisamment petits apres n
échantillons” sur tous les valeurs de n. On notera en particulier que la condition sur le nombre
minimal d’échantillons ng(d) provient de la deuxieme partie du lemme 3.6.

3.4 Bilan et perspectives

Nous avons étudié la vitesse de convergence de 'algorithme LSTD(A) en termes du nombre
d’échantillons n et du parametre \. Le théoréme 3.3 montre, sous une hypothese de S-mélange,
que la vitesse de convergence est de ’ordre O(in) Le corollaire 3.5 est, a notre connaissance, le
premier résultat analytique qui rend compte de I'influence du parametre A pour un algorithme
approché de type différences temporelles par rapport a la qualité du choix de ’espace linéaire
choisi pour approcher la valeur et du nombre d’échantillons. Les études précédentes du role du
parametre A étaient & notre connaissance empiriques (Sutton et Barto, 1998) ou réduites a une
représentation exacte de la fonction valeur (Kearns et Singh, 2000).

La forme de notre résultat au corollaire 3.5 est légerement plus forte que celle de Lazaric
et al. (2012) dans le cas A = 0 : pour une propriété P, notre résultat est de la forme

"8, Ano(8),Yn > no(d), P est vraie avec probabilité 1 — 6"
alors que celui de Lazaric et al. (2012) est de la forme
"n, V6, P est vraie avec probabilité 1 — §”.
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En particulier, notre formulation a I'avantage d’impliquer le précédent résultat d’analyse de
LSTD(A) dérivé par Nedic et Bertsekas (2002) : la convergence presque siire de 97,57 p(x) vers
VLSTD(N)-

Sous des hypothéses similaires, la borne obtenue par Lazaric et al. (2012) dans le cas parti-
culier A = 0, a la forme suivante :

. 42 dlogd
— ol < .
19LsTp0) — llu < . 7Hv |, + O < - ) ,

ot D97 p(0) est la troncature (avec seuils { —Vinax, Vinax}) de 997p(0)- Avec notre analyse, nous
obtenons pour A =0 :

lovsrow = vl < 1=l =0l + 0 (552 )

D’un c6té, le terme correspondant & Perreur d’approximation est meilleur d’un facteur 4v/2
avec notre analyse : notre borne est en particulier meilleure asymptotiquement. Contrairement
a notre approche, analyse de Lazaric et al. (2012) n’implique pas la convergence de 97g7 D(0)
vers vr,gp(0) ; leur arguments, basé sur un modele de régression avec design Markovien, consiste
a directement borner I'erreur globale. D’un autre coté, notre borne dépend linéairement de la
dimension d de I'espace sur lequel on projette et de % tandis que le résultat obtenu par Lazaric

et al. (2012) a une dépendance en O (x/dlog d/(m/)) ; notre borne semble donc sous-optimale

par rapport a d et v. Un élément technique, mentionné plus haut, pour expliquer cette différence,
est que Lazaric et al. (2012) considerent une version tronquée de vy,g7p(o)- En effet, une lecture
attentive de notre preuve dans (Tagorti et Scherrer, 2015) montre que le terme supplémentaire
\/d/v vient d'une borne uniforme en z de vy g7p(x) (7). Il n’est pas clair qu'on puisse utiliser le
méme genre d’astuce avec notre approche, mais cela constitue une piste a creuser.

Une condition critique dans l'analyse de LSTD(0) par Lazaric et al. (2012) est que le terme
de bruit, dans leur modele de régression avec design Markovien, est une différence de martingales
par rapport & la filtration associée a la chaine de Markov. Des que A > 0, cette propriété cesse
d’étre vraie. Nous pensons que la technique que nous avons utilisée pour prouver l'inégalité de
concentration du lemme 3.7—1la troncature de la trace a une profondeur m et la considération
du processus (Z,,) = (Xi—m+1, Xi—m, - - -, Xi+1) par blocs de taille m—constitue une piste pour
corriger cette difficulté technique. Si cela se confirmait, il faudrait noter cependant qu’une telle
extension du travail de I'approche de Lazaric et al. (2012) pour A > 0 souffrirait toujours du
facteur 4v/2 dans la borne finale.

Au sujet de la dépendence par rapport aux parametres d et v, il est intéressant de mentionner
que la borne obtenue par Pires et Szepesvari (2012) pour une version régularisée de LSTD(0)
dépend linéairement de d et ||6]|2, qui peut étre borné par Viax/+/v, soit une dépendance simi-
laire en d mais meilleure en % Dans Antos et al. (2008), la borne ne dépend pas de % mais la

vitesse de convergence est en O (%), ce qui est plus lent que ce que nous obtenons ici. Dans un
cadre de régression avec design leétermmiste—la régression pure peut étre vue comme corres-
pondant au cas ou v = 0—, les bornes correspondantes ne dépendent pas du parametre v (Gyorfi
et al., 2002). La question de savoir si ’on peut avoir le meilleur des mondes—la meilleure borne
asymptotique sans le facteur 4v/2, la meilleure vitesse de convergence en n et la meilleure
dépendance en d et %—constitue une perspective naturelle et intéressante.

Pires et Szepesvari (2012) ont considéré des versions pénalisées de systémes linéaires es-
timés de manieére bruitée, et expliqué comment appliquer leur apperche a LSTD(0). Une telle

pénalisation permet de controler la norme du parametre estimé 6 dans les situations ou la
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matrice A est presque singuliere. Ceci a l'avantage de supprimer la condition sur le nombre
d’échantillons pour assurer l'inversibilité de fl, et permet de dériver des bornes qui sont valides
pour toutes valeurs du seuil de probabilité ¢ et du nombre d’échantillons n (tandis que dans
notre approche sans régularisation, le nombre minimum d’échantillons 7n0(d) tend vers l'infini
lorsque § tend vers 0). La pénalisation la plus simple que l’on aurait envie de rajouter a LSTD(\)
est celle ot on rajoute un terme pI & Destimé A (Nedic et Bertsekas, 2002). Cela revient a
résoudre le probleme ci-dessous :

0, = argmin {40 — bl13 + pl0]3} . (37)

Cette forme de régularisation—erreur et pénalisation au carré—mn’est pas traitée par Pires et
Szepesvari (2012). Il n’est cependant pas tres compliqué de suivre une approche similaire a celle
décrite par Pires et Szepesvari (2012) pour borner le terme de résidu ||Aép — b||2. Combiné a
notre analyse—nous avons toujours besoin des inégalités de concentration (lemme 3.7) et d’une
partie de notre analyse de sensibilité (lemme 3.6) pour passer du résidu a une borne sur la
fonction valeur—, ceci meéne au résultat suivant :

Théoreme 3.9. On se place sous les hypothéeses et notations du théoréme 3.8 et du lemme 3.7.
Pour tout § € (0,1) et n, on considére l’estimation @Z’gi}D()\) = ®0, obtenue en résolvant le

probléme a ’équation (3.7) avec

4dL? 2dL>2 dx kLL' logn 1
s =t (mA 4 1) J(n— 1,6, ot _VAXKLL oe L)
Prs = T agyym=t VM T = Lot s ey P - ) <¢ﬁ 0g6>

Alors, avec probabilité au moins 1 — 9, et pour tout n,

- 4VimazVdL(3 + VdL
||vZé;“D(A) - ULSTD()\)HN < \/m(l(_ ’7)\/; ) \/(mf\@ + 1) I(n -1, 6) + h(”v 5)

Du coté négatif, cette borne (la constante) est moins bonne que celle que nous avons dérivée
dans le cas non régularisé. Du coté positif, elle a I’avantage d’étre valide uniformément pour
tout § et n.

Deux perspectives intéréssantes et assez immédiates, partiellement considérées dans le ma-
nuscrit de these de Manel (Tagorti, 2015) sont les suivantes :

1. Etendre notre analyse au cas de politiques périodiques non-stationnaires, dans la mesure
ol nous verrons aux chapitres 5 et 6 que cela permet d’améliorer la borne de performance
de I’algorithme itérations sur les politiques;

2. Considérer d’autres hypotheses de mélange que le S-mélange (par exemple la notion de
m-mélange).

Une question un peu plus ardue serait d’envisager une analyse similaire a celle que nous avons
menée pour une version off-policy de LSTD(\)—c’est-a-dire lorsqu’on suit la chaine de Markov
induite par une politique pour en évaluer une autre. La convergence d’une telle variante a été
récemment prouvée par Yu (2010), mais il faut noter que le caractére off-policy fait perdre les
propriétés de contraction des opérateurs, et I’analyse s’appuie alors sur la théorie des processus
de Feller (qui vivent dans des espaces topologiques) rendant une étude en nombre d’échantillons
finis vraisemblablement plus complexe.

L’algorithme LSTD(A) n’est pas la seule maniere de calculer une approximation linéaire
de la fonction valeur, voire méme d’estimer le point fixe d’une équation de Bellman projetée
v = IIT*v. Dans le précédent chapitre, nous avons évoqué Papproche de minimisation du résidu
de Bellman (BR). Avec Matthieu Geist, nous avons proposé un cadre algorithmique qui permet
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de décrire—voire dans plusieurs cas de généraliser—de maniere unifiée de nombreux algorithmes
de la littérature. Tous ces algorithmes peuvent étre vus comme mettant a jour, échantillon
aprés échantillon, le parametre caractérisant la position dans ’espace linéaire : apres le gieme
échantillon, le nouveau parametre 6; est calculé de sorte a se rapprocher du minimum de la

fonction
wz( Ve, — Vilsy))

ou TA est une approximation empirique de 1'opérateur T, et &i;j est remplacé par un élément

de lensemble {0;,0;—1,0;,w}. Selon le choix de &;; et la deﬁnltlon précise de T]’\- on retombe
sur les algorithmes LSTD(A) (Nedic et Bertsekas, 2002), LSPE(\) (Nedic et Bertsekas, 2002),
FPKF (Choi et Van Roy, 2006) et BRM (Engel, 2005; Geist et Pietquin, 2013) si 6; est ezac-
tement le minimum de la fonction ci-dessus, et sur TD(A) (Sutton et Barto, 1998), TDC(A) /
GQ(X) Sutton et al. (2009), GTD2 (Sutton et al., 2009) et gBRM (Williams et Baird, 1993) si
0; est obtenu par un pas de type descente de gradient stochastique. Bien qu’ayant une vision
algorithmique unifiée, nous n’avons pas été a méme de proposer une analyse unifiée, mais seule-
ment quelques résultats partiels. A 1’exception de LSTD(A) et LSPE(A) qui ont été analysés par
Nedic et Bertsekas (2002), la convergence de la plupart de ces algorithmes dans le cas off-policy
reste a notre connaissance un probleme ouvert, et constitue un sujet naturel pour des travaux
futurs.
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Chapitre 4

Itérations sur les Politiques Modifié
avec approximations

Apres deux chapitres sur 'estimation de la fonction valeur pour une politique fixe, nous
allons revenir dans ce chapitre et ceux qui suivent sur des schémas algorithmiques de program-
mation dynamique approchée pour estimer la valeur et la politique optimales dans des problémes
de trop grande taille pour qu’on puisse envisager une résolution exacte. J’ai commencé a tra-
vailler sur ce sujet en considérant une version approchée de I’algorithme A-Itérations sur les
Politiques (mentionné dans I'introduction page 9) dans (Scherrer, 2007, 2013b) ainsi que dans
le cadre de la these de Christophe Thiéry (Thiéry et Scherrer, 2010). Nous avons logiquement
considéré ensuite la version la plus générale, Itérations sur les Politiques Optimiste (également
mentionnée dans l'introduction, page 9) dans (Scherrer et Thiéry, 2010). J’ai choisi ici de décrire
les travaux concernant des implémentations approchées d’Itérations sur les Politiques Modifié
(MPI, pour Modified Policy Iteration) que nous avons proposées dans (Scherrer et al., 2012,
2015)—avec Mohammad Ghavamzadeh, Victor Gabillon, Boris Lesner et Matthieu Geist—pour
trois raisons : le schéma algorithmique est plus simple conceptuellement que celui de A-Itérations
sur les Politiques, plus intéressant dans le sens ou il généralise un grande nombre d’instances
algorithmiques de la littérature, et il a mené a une implémentation qui a donné de tres bons
résultats empiriques, que nous évoquerons a la fin de ce chapitre.

Comme nous 'avons déja évoqué dans l'introduction de ce manuscrit, MPI, intialement
proposé par Puterman et Shin (1978), est une procédure itérative pour calculer la valeur et
la politique optimale d’'un MDP. Partant d’une valeur vy arbitraire, on génere la séquence de
paires politiques-valeurs

Tp+1 < un élément de Guy, (étape gloutonne) (4.1)
V1 = (Trpir) "0k (étape d’évaluation) (4.2)

ou l'on rappelle que Gvy est I'ensemble des politiques gloutonnes par rapport a vy, 15, est
l'opérateur de Bellman associé a la politique 7, et o m > 1 est un parametre entier libre. MPI
généralise les deux algorithmes les plus connus de la programmation dynamique : Itérations
sur les Valeurs (VI) et Itération sur les Politiques (PI) pour les valeurs m = 1 et m = oo res-
pectivement. Lorsqu’on I'implémente de maniere exacte, les itérations de MPI sont plus légeres
que celles de PI (d’une maniere similaire a VI) et 'algorithme hérite en partie de la conver-
gence rapide (en termes de nombre d’itérations) de PI (Puterman, 1994). Pour des problemes
de grande taille, des versions approchées de VI (AVI pour Approximate VI) et PI (API pour
Approximate PI) ont été I'objet d’une riche littérature (voir par exemple Bertsekas et Tsitsiklis
1996; Szepesvari 2010). D’un coté, AVI génere une nouvelle fonction valeur en approchant ’ap-
plication de l'opérateur T' d’optimalité de Bellman sur la valeur courante (Singh et Yee, 1994;
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Gordon, 1995; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Munos, 2007; Ernst et al., 2005; Antos et al., 2007;
Munos et Szepesvéari, 2008). D’un autre coté, API estime généralement de maniere approchée la
valeur de la politique courante—par exemple en utilisant les méthodes que nous avons décrites
dans les deux précédents chapitres—et génere une nouvelle politique gloutonne par rapport a
cette approximation (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Munos, 2003; Lagoudakis et Parr, 2003b;
Lazaric et al., 2012) ; des approches alternatives (Lagoudakis et Parr, 2003a; Fern et al., 2006;
Lazaric et al., 2010) essaient de directement produire une politique gloutonne par rapport a la
valeur de la précédente. Le but de ce chapitre central (et aussi un peu plus long que les autres)
est de montrer que, comme dans le cas exact, des versions approchées de MPI (AMPI, pour
Approximate MPI) constituent une alternative intéressante & AVI et API.

4.1 Une famille d’algorithmes

Dans cette section, nous décrivons trois implémentations approchées du schéma algorith-
mique MPI. Ces implémentations reposent sur un espace de fonctions F pour représenter les
fonctions valeurs, et pour le troisieme, sur un espace de politiques II pour représenter les po-
litiques gloutonnes. Comme il s’agit d’algorithmes qui approchent le schéma itératif de MPI,
nous nous concentrons dans ce qui suit sur la descrpition de I'itération k de ces implémentations.

AMPI-V La premiere implémentation qui est aussi probablement la plus naturelle, désignée
AMPI-V, est décrite a la figure 4.1. Dans AMPI-V, nous supposons que les fonctions valeurs
(vg)k>1 sont représentées dans un espace fonctionnel F C RX. En n’importe quel état x, ’action
Tr+1(2) qui est gloutonne par rapport a v peut étre estimée de la maniere suivante :

M

1 o~
Tit1(x) € arg max - Z; (T (x), (4.3)
]:
avec (TP o) (@) = rP) + yor (),

ou pour tout a € Aet 1 <j < M, r$) et :c((lj ) sont réalisations de la récompense et de 1'état
suivant lorsque I’action a est choisie en 1’état .1 Ainsi, approcher I’action gloutonne en un état
x requiert M |A| échantillons de transitions.

L’algorithme fonctionne de la maniere suivante. Etant donnée une loi u sur X, on construit
un ensemble d’états Dy, = {m(i)}ij\il, ONG i. On note p la distribution empirique correspon-
dante. A partir de chaque état 29 € Dy, on génere une trajectoire de longueur m,

(@ .G @) @ (4) x(i))’

(95(1)’“0 270 s L1 sy Gy 15 T 15 Tyl
ol agi) est I'action 7rk+1(m§i)) estimée selon I’équation (4.3), et rgi) et 55521 sont des réalisations
de récompenses et d’états suivants induites par ces actions. Pour chaque z(¥, on calcule alors
la quantité :

m—1

s () = 37 Atrt?) + 4™y (), (4.4)
t=

=

qui est un estimateur non biaisé¢ de [(Tr,, )™ vk] (). Finalement, la nouvelle valeur vy

Tk+1
est calculée comme le meilleur régresseur dans F de Pensemble des estimateurs (Dp41(2(%)),

1. Quand M tend vers 'infini, cette estimation de I’action tend effectivement vers une action gloutonne.
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entrées : un espace de fonctions F C RX, une loi p sur X
initialisation : soit vy € F arbitraire
pour £=0,1,...
e génération des trajectoires et calcul des estimés :
échantillonner I'ensemble des états Dy = {xM}N | 2@ £ ]
pour tous z(V € D,
générer une trajectoire (utilisant ’équation (4.3) pour chaque action)
e (20) = S5 Y + 9ok (aly)
fin pour
e calcul de la nouvelle valeur :
Vg1 € argmin £, (7i;v) (régression) (voir I’équation (4.5))
veF

fin pour

FIGURE 4.1 — Pseudo-code de I'algorithme AMPI-V.

c’est-a-dire que c’est une fonction v € F qui minimise I’erreur empirique

'C /’L7 N Z UkJrl - v(a:( ))) ) (45)
dans le but de minimiser 1’erreur
2
ﬁf(ﬂ; U) = H [(ka+1)mvk} - 1)’ ‘2 #.

La politique 741 étant approximativement gloutonne par rapport a vy, l'algorithme essaye
ainsi de suivre au plus pres ce que ferait 'algorithme MPI §’il était implémenté de maniere
exacte; en particulier, si u chargeait tous les états, N = M = oo et F contenait la totalité des
fonctions valeurs possibles, les itérations d’AMPI-V seraient identiques & celles de MPI. Chaque
itération d’AMPI-V requiert N trajectoires de taille m, et dans chaque trajectoire, chacune
des |A| actions requiert M échantillons pour calculer ’équation (4.3). Au total, une itération
requiert d’échantillonner Nm(M|A|+ 1) transitions du MDP. Dans le cas particulier m = 1, on
retombe sur I'algorithme de la littérature fitted-value iteration (Munos et Szepesvari, 2008).

AMPI-Q L’évaluation d’une action gloutonne étant assez colteuse dans AMPI-V, I’algo-
rithme que nous allons décrire & présent, AMPI-Q, utilise une astuce usuelle de la littérature
“apprentissage par renforcement”, 'emploi d’une fonction valeur états-actions? q: X x A — R.
La figure 4.2 contient le pseudo-code de cet algorithme. L’opérateur de Bellman linéaire associé
a une politique 7 est alors défini par :

Vz,a, [Trq)(z,a) =E[r(z,a) +vq(',7(z)) | 2’ ~P(|z,a)],
et 'opérateur glouton est tel que

Te€gq < Vz, w(zr)€ argmaxq(x a).
acA

2. Comme expliqué par Bertsekas et Tsitsiklis (1996), on peut voir cette astuce comme transformant le
MDP originel contenant l’ensemble des états X en un nouveau MDP équivalent dans lequel I'espace d’états
est X U (X x A). Ainsi, dans un état x de ce nouveau MDP, ’action a implique une transition déterministe vers
létat (z,a); puis, & partir de 1’état (x,a), on effectue une transition non contrélée vers un nouvel état =’ dont la
loi est celle induite par I’action a dans I'état  dans le MDP originel. Découper les transitions en 2 étapes—une
transition déterministe non-contrélée, puis une transition stochastique non contrélée—facilite un certain nombre
de calculs, notamment celui des actions gloutonnes qui deviennent la maximisation d’une fonction qui ne contient
pas de terme “espérance”.
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Dans AMPI-Q), les fonctions valeurs états-actions sont représentées dans un espace de fonctions
F C RX*4, et Iaction Tr+1(x), qui est gloutonne par rapport a la valeur g en 1'état = est
simplement calculée comme suit :

Trt1(x) € arg max ar(z,a). (4.6)

L’étape d’évaluation est similaire a celle ’AMPI-V, a la différence que maintenant nous tra-
vaillons a partir de paires états-actions. Etant donnée une loi 4 sur S x A, on construit un
ensemble de paires états-actions Dy, = {(z(?,a@)IN | (2 o) b p. On note ici encore 1 la
distribution empirique correspondante. Pour chaque (:c(i), a(i)) € Dy, on génére une trajectoire
de taille m,

(m(i)’a(i)’T(i) 20 0 0 a(z’))7

0 Ty @17 m s Qm

ou la premiere action est a(i), et les actions suivantes af) pour 1 < t < m sont les actions

7rk+1(xl(f)) gloutonnes par rapport a g calculées par I'équation (4.6), et rii) et xﬁl sont des
réalisations de récompenses et d’états suivants induites par ces actions. Pour chaque (x(i), a(i)) €

Dy, on calcule alors la quantité :

m—1
Z]\k+1(x(i)a a(l)) = Z fyt’rng) + ,quk(x%)’ ag:i)%
t=

qui est un estimateur non biaisé de [(Th,,,)™qx] (z(®,a(). Finalement, la nouvelle valeur g

est calculée comme le meilleur régresseur dans F des estimateurs (Gi1(z?, a(")), c’est-a-dire
que c’est la fonction ¢ € F qui minimise I'erreur empirique

AF (~ 1 ~ i i i )\) 2
dans le but de minimiser ’erreur

C{(HQ Q)= H [(TﬂHl)ka] B q‘ E,u'

La politique 741 est ici exactement gloutonne par rapport a g, ainsi AMPI-Q essaye de
suivre au plus pres ce que ferait 'algorithme MPI défini sur des fonctions valeurs états-actions.
Si p chargeait tous les états, N = oo et F contenait toutes les fonctions valeurs états-actions
possibles, on génererait les méme itérés que la version exacte de MPI. Chaque itération d’AMPI-
Q requiert Nm échantillons de transition, ce qui est plus économe qu’AMPI-V. Cependant,
AMPI-Q utilise un espace F de fonctions valeur états-actions, ce qui est plus complexe que
I’espace requis par AMPI-V. Dans le cas particulier m = 1, on retombe sur l'algorithme de la
littérature fitted-Q iteration (Ernst et al., 2005; Antos et al., 2007).
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entrées : un espace de fonctions F ¢ RX*4

initialisation : soit ¢y € F arbitraire
pour £=0,1,...
o génération des trajectoires et calcul des estimés :

,une loi g sur X x A

échantillonner I'ensemble des paires états-actions Dy = {(z,a®@}N |, (2, a®) £ 7
pour tous (z(V,aV) € Dy,
générer une trajectoire (utilisant ’équation (4.6) pour chaque action)
Trg1 (2 a®) = Z;f;)l ,ytrt(l) + 7""%(33%), ast)),
fin pour
e calcul de la nouvelle valeur :

gk+1 € argmin Ekf(ﬁ, Q) (régression) (voir I’équation (4.7))
QeF

fin pour

FIGURE 4.2 — Pseudo-code de 'algorithme AMPI-Q.

CBMPI La troisieme et derniere implémentation que nous présentons utilise une représenta-
tion explicite pour les politiques (), en plus de la représenation pour les fonction valeur (vg), et
est désignée par CBMPI (pour Classification Based MPI). L’idée est similaire aux algorithmes
de type API basés sur des classifieurs (Lagoudakis et Parr, 2003a; Fern et al., 2006; Lazaric
et al., 2010) dans lesquels la politique gloutonne est choisie dans I’espace des politiques II via
un probleme de classification plutét que via ’action gloutonne d’une fonction valeur obtenue
par régression (comme dans AMPI-V et AMPI-Q). Afin de décrire CBMPI, nous récrivons le
schéma algorithmique MPI (équations (4.1) et (4.2)) sous la forme suivante équivalente :

v = (Tr,.) " vk—1 (étape d’évaluation) (4.8)
Th1 = G[(Tr,) ™ vk-1] (étape gloutonne) (4.9)

Il est intéressant de remarquer qu’avec cette reformulation, vy et mr11 sont toutes deux des
fonctions de (T5, )" vg—1. L’'implémentation CBMPI est une version approchée de cette reformu-
lation. Comme décrit a la figure 4.3, CBMPI commence avec une politique 71 € II et une valeur
vy € F arbitraires. A l'itération k, on a a disposition une politique 7} et une valeur vi_;. Une
nouvelle valeur vy est calculée comme une bonne approximation dans F de (T, )" vk—1. Ceci
est fait en construisant un probleme de régression dont (T, )" vi_1 est la cible. On construit
un ensemble d’états Dy, en échantillonnant N états i.i.d. a partir d’une distribution p sur X :
Dy = {zO}N,, 20 ig . On note 7i la loi empirique correspondante. Pour chaque z(9 € Dy,
on génere une trajectoire de taille m :

(2, v ® 20 gD 0 o)

ou pour tout ¢, al(ti) = Wk(xgi)), et rt(i) et .%l(:zl sont des réalisations de récompenses et de transi-
tions induites par ce choix d’action. A partir de cette trajectoire, on calcule la quantité similaire
a I’équation (4.4))
m—1 )
T@?) = 3 o'+ o @), (4.10)
=

qui est une estimateur non biaisé de [(Tr, ) vk_1] (). On utilise alors ces estimateur pour

construire un ensemble d’apprentissage {(a:(i),i)\k(a:(i))) }ij\il, qui est utilisé par régresser la nou-
velle fonction vy. De maniere similaire a I'algorithme AMPI-V, on calcule la fonction v € F qui
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entrées : un espace de fonctions F C RX, un espace de polique II C AX, une loi p sur X
initialisation : soit m; € Il et vy € F arbitraires
pour k=1,2,...
e génération des trajectoires et calcul des estimés :
échantillonner I'ensemble des états Dy = {xM}N | 2@ £ ]
pour tous z(V € D,
générer une trajectoire et estimer vy (z(*) (utilisant 1’équation (4.10))
fin pour
échantillonner I'ensemble des états D), = {z(D}N | 2 po
pour tous () € D} et a € A
pour j=1aM ‘
générer une trajectoire et estimer Rj,(z(V, a) (utilisant I’équation (4.15))
fin pour ‘
Gi(,a) = 57 2200, Ri(2D,a)
fin pour
e calcul de la nouvelle valeur :

v, € argmin E,{(ﬁ, v) (régression) (voir ’équation (4.11))
veF
o calcul de la nouvelle politique :

Tp41 € argmin E,?(ﬁ, ) (classification) (voir I’équation (4.16))
well

fin pour

FIGURE 4.3 — Pseudo-code de ’algorithme CBMPI.

minimise I'erreur empirique

~

N
- 1 N ; )
F (. _ 7 [
Ly, (1) = + 'E_l (Or(2®) —v(2™))7, (4.11)
dans le but de minimiser ’erreur
2
£F () = || [(Te) " vsa] =,

L’étape gloutonne a 'itération k vise a calculer 711 comme la meilleure approximation dans I’es-
pace Il de G [(T Trk)mvk_l] . Comme nous allons le voir, ceci peut se faire en résolvant un probleme
de classification. A partir de la définition d’une politique gloutonne, sim € G [(Tﬂk)mvk,l], alors
pour tout état x € X,
(TelTry )"tk 1] () = mass [T (T )" 1] (), (4.12)
En définissant gi(z,a) = [To(Tr,)™vk-1](x), on peut récrire 'équation (4.12) de la maniere
suivante :
s,m(x)) = ma z,a).
qk (s, 7(x)) max g (2, a)

Il est alors naturel de considérer ’erreur suivante :

ﬁgk»vk—l(u;ﬂ) = Zﬂ(x)<rél€aj<(%<xva) —qk (x,w(x))) =

maxgc(10) - au ()| . (413

Pour alléger, on utilisera dans la suite la notation £} au lieu £}}k7vk71. Pour approcher la

solution du probléme de minimisation de cette erreur, on construit 'ensemble d’états D; =
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{x(i)}f\il, OB . Pour chaque état (@ e D, et chaque action a € A, on génére M trajectoires
indépendantes de longueur m + 1,3

(xm, R U I R GO R (D)) x%’i)l)j:y
ou pour tout t > 1, ati’j ) — ﬂk(xgi’j )), et T,gi’j ) et xifl) sont des réalisations de récompense et

état suivant induits par ce choix d’action. A partir de ces trajectoires, on calcule la quantité :

M
~ (i 1 (.0
G (@?,0) = — 3" Ri(z",0) (4.14)
j=1
avec
Rl (@D, 0) = >4t 4y (1)), (4.15)
t=0

Ainsi, il est ici encore facile de voir que g(z(Y,a) est un estimateur non-biaisé de qk(q:(i), a).
Finalement, la nouvelle politique 11 est le classifieur qui minimise 'erreur empirique

N/

T~ 1 ~ (i ~ i

Lyl (s ) = ﬁz [l;ﬂeajch(x( ) a) = G, (2, 7 (2" )))}7 (4.16)
1=1

dans le but de minimiser ’erreur L’E (u; ) définie a ’équation (4.13). Il s’agit ici d’un probléeme
de classification multi-classes a cott sensitif : multi-classes car en général on peut avoir plus de
2 actions, et cout sensitif car chaque terme apparaissant dans la somme & minimiser ci-dessus
peut se récrire comme un produit de deux termes

max Gy (', a) — G, (=, 7(2¥)))

) | maxdi(a, @) = (@, 7)) |

= ]]'W(I(i) Ygargmax, gk (z(¥,a

le premier valant 1 si 7 ne choisit pas une des meilleures actions en z(* (et 0 sinon), et le second
pondérant ces erreurs.

Comme pour les algorithmes précédents, si on utilisait une distribution g qui charge tous
les états, si N = N’ = M = oo et si les espaces F et II contenaient respectivement toutes les
fonctions valeur et toutes les politiques possibles, on génererait la méme séquence que le schéma
décrit par les équations (4.8) et (4.9), qui est équivalent & MPI sans approximation. Chaque
itération de CBMPI requiert Nm+ M|A|N'(m+1) échantillons de transitions. Lorsqu’on prend
m = oo, on retombe sur l'algorithme de la littérature DPI (Direct Policy Iteration) (Lazaric
et al., 2010).

4.2 Propagation des erreurs

Pour proposer une analyse qui s’applique aux trois implémentations que nous venons d’in-
troduire, nous allons considérer un algorithme abstrait, AMPI, qui rend compte des erreurs a
chaque étape.

3. En pratique, on peut implémenter CBMPI d’une manieére plus économe en réutilisant les trajectoires
générées lors de I’étape gloutonne dans 1’étape d’estimation. Nous ne considérons pas ce cas pour garder ’analyse
aussi simple que possible.
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Analyse générale

AMPI commence avec une valeur vy arbitraire, et & chaque itération k > 1, il calcule une
politique gloutonne par rapport a v,_; avec une possible erreur €, :

/ /
v ) Tﬂ’kal < Tﬂ'kkal + €k»

ce que nous notons

~

T = ge;cvk_l. (4.17)

AMPI génere ensuite une nouvelle fonction valeur v avec une erreur potentielle €, :
Vi = (Tﬂk)mvk,1 + €. (4.18)

Avant de montrer comment ces deux erreurs sont propagées au cours des itérations, montrons
que ce schéma algorithmique abstrait permet effectivement d’étudier chacune des implémenta-
tions que nous avons introduites a la section 4.1.

— AMPI-V : Le terme ¢; est erreur lorsqu’on régresse la fonction valeur vi. Comme
c’est habituellement le cas dans la littérature sur la régression, cette erreur peut étre
décomposée en deux parties : I’erreur d’approximation liée au choix de I'espace de fonc-
tions F et lerreur d’estimation die au fait qu’on utilise un nombre fini N de trajectoires.
Le terme €} est I'erreur liée au fait d’utiliser un nombre fini d’échantillons M pour estimer
les actions gloutonnes.

— AMPI-Q : Comme pour AMPI-V, le terme ¢ correspond a l’erreur de régression. Dans
ce cas cependant, I'utilisation de fonctions valeur états-actions fait qu’il n’y a pas d’erreur
sur ’étape gloutonne, c’est-a-dire que €, = 0.

— CBMPI : La situation est légerement plus compliquée dans ce dernier cas car le schéma
correspondant & CBMPI :

v = (T )" V-1 + €

M1 = Ge | [(Tr) " vp 1]

ne s’identifie pas directement aux équations (4.17) et (4.18). Cependant, en introduisant
la variable auxiliaire wy, = (T, )" vg—_1, on voit que vy = wy + €, et on peut alors voir
que

~

Thk4+1 = QE;EH [wk] . (4.19)

Par ailleurs, en utilisant le fait que vi_1 = wp_1 + €x_1, on a
wy = (Tr,)" k-1 = (T, )" (wr—1 + €g—1) = (Tr,) " wp—1 + (VP )" €p—1.  (4.20)

A présent, les équations (4.19) et (4.20) correspondent aux équations (4.17) et (4.18) si
I'on remplace vy, par wy et e par (yPr, ) €x—1.

Dans la littérature, les analyses permettant de faire une étude de sensibilité au bruit pour
les cas particulier de VI et PI sont assez différentes. L’analyse pour VI est généralement basée
sur les propriétés de contraction de 'opérateur d’optimalité de Bellman 7. Or, on peut montrer
que l'opérateur par lequel PI met a jour la valeur d’une itération a la suivante n’est pas une
contraction. Plus généralement, on peut méme montrer que ce constat est vrai aussi pour MPI
des lors qu'il differe de VI (des que m > 1).

Théoreme 4.1. Sim > 1, il n'exsite aucune norme pour laquelle l'opérateur par lequel MPI
met a jour la valeur est contractant.
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Démonstration. On considere le MDP avec deux états, {z1,z2}, deux actions {change, reste},
les récompenses 7(z1) = 0, r(x2) = 1, et les transitions déterministes

Pchange(x2|x1) = Pchange(x1’$2) = Preste(xllxl) = Preste(lﬁ‘x?) =1

Considérons deux fonctions valeur v = (¢,0) et v = (0, €) avec € > 0. Leurs politiques gloutonnes
sont respectivement ™ = (reste, change) et ©’ = (change,reste), et les itérés suivant v et v’

,Ym6 =" +’}/m€
égalent respectivement (T)™v = <1 +7m€> et (T)™ = IE/;%@ Lome ) Ainsi, (T)™0" —
=" ¢
(Tr)™v = 71__7% , tandis que v/ — v = ( . ) Comme € peut étre arbitrairement petit, la
g
norme de (T,/)™v" — (T)™v peut étre arbitrairement plus grande que la norme de v — v’ dés
que m > 1. 0

En général, ’analyse de PI repose sur le fait que la séquence de fonctions valeur qu’il génere
est croissante. Ici encore, on peut voir que des que m est fini, les fonctions valeurs générées
par MPI peuvent décroitre (il suffit de considérer une grande valeur initiale). Autrement dit,
on déduit de cette observation et du théoreme 4.1 que pour les valeurs non-triviales de m
(1 < m < 00), MPI n’est ni contractant ni croissant, et I’on a besoin d’introduire une technique
de preuve originale pour étudier la propagation des erreurs?. J’ai initialement développé cette
analyse dans le cas similaire de A-Itérations sur les politiques (Scherrer, 2007, 2013b)—qui est
tres proche de MPI. Dans ce qui suit, je ne décris que les grandes étapes de ’analyse ; les détails
des preuves sont dans (Scherrer et al., 2015). L’idée fondamentale est de décomposer ’analyse
en considérant les trois quantités suivantes :

1. la distance entre la fonction valeur optimale et la valeur avant approximation & I’itération k :
di = vy — (T )" =1 = Vs — (Vs — €1);

2. le décalage (shift en anglais) entre la valeur avant approximation et la (vraie) valeur de
la politique a l'itération k :

sk = (Try,) " V=1 — Vmp = (V& — €1) — Umys
3. le résidu de Bellman de la valeur & l'itération & :

b = v, — T,

Tht1 Vk-

Nous cherchons un majorant de la perte (loss en anglais)
ly =vr, — Vg

p = Ux — Up, = dj, + g,

liée au fait d’utiliser la politique 7 produite par 'algorithme au lieu de la politique optimale 7.
Pour ce faire, nous allons majorer dj et sg, ce qui requiert de majorer également b;. Précisément,
le coeur de l'analyse consiste a prouver les inéquations vectorielles suivantes pour nos trois
quantités d’intérét.

Lemme 4.2. Soient xp = (I —vPr,)er + €41 et yp = —VPr ek + €., Alors, pour tout k > 1,
on a les inégalités vectorielles suivantes :

b < (vPr,)"bk—1 +

4. La difficulté ici n’est pas tant de dériver une borne d’erreur, mais d’en dériver une qui soit suffisamment
fine pour qu’on retrouve les résultats connus dans les cas standards AVI et APL.
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m—1

i < YPr.dp—1 + Yp—1 + > (VPr ) br1,
j=1

sk = (vPr,)" (I — WPWk)_lbk_l.

Comme les matrices stochastiques apparaissant ci-dessus sont constituées de termes positifs,
les bornes du lemme 4.2 indiquent que la perte [, peut étre contrdlée via e, et €).. En effet, si €
est un vecteur qui majore uniformément en k les valeurs absolues composante par composante
lex| et |er], on a xp = O(e), yr = O(€), la premicre inégalité implique que by < O(e), et par
conséquent les deux autres inégalités nous donnent dj, < O(e) et s < O(€). Autrement dit, la
perte I = dj, + sy satisfait I, < O(e).

La borne que nous allons décrire pour [ est le résultat d’expansions et de combinaisons
précises des trois inégalités du lemme 4.2. Nous introduisons une notation qui simplifie gran-
dement ’énoncé ainsi que les preuves par rapport aux travaux de Munos (2003, 2007) sur API

et AVI, et & mes premiers résultats obtenus sur A-Itérations sur les Politiques (Scherrer, 2007,
2013b).

Définition 4.3. Pour tout entier n positif, on définit P, comme le plus petit ensemble de
matrices tel que

1. pour tout ensemble de n politiques, {m1,...,mn}, (VPr,)(VPr,) ... (vPx,) € Py,
2. pour tout « € [0,1] et (P1, P2) € Py, x Py, aP1 + (1 — )Py € P,

De plus, on utilisera la notation (légérement abusive) T™ pour désigner n’importe quel élément
de P,,. Ainsi, lorsque nous écrivons pour une certaine matrice P que

P = all“i + azl“jl“k = all“i + OéQFj+k,
cela signifie : “il existe Py € P;, P, € Pj, P3 € Py, et Py € Pp; tels que
P=o1P, +aoPoP; = a1 P, + asPy.”

Avec cette nouvelle notation, on peut montrer que le lemme suivant est une conséquence du
lemme 4.2.

Lemme 4.4. Aprés k itérations, les pertes d’AMPI-V et AMPI-(Q satisfont l’équation vectorielle

k—1 oo

k—1 oo
R <2 Zz_j Ter—il + D> TIlejil + h(k),

i=1 i=0 j=i

tandis que la perte de CBMPI satisfait I’équation vectorielle

k—1 oo
JEE) S DR TEIES ) g AN
i=1 j=i+m 1=0 j=1

ot h(k) = 23252, T|do| ou h(k) = 23732, T|bo|.

Remarque 4.5. Les bornes analogues dérivées pour AVI (Munos, 2007, Lemme 4.1) et API (Mu-
nos, 2003, Corollaire 10) ne prennent pas en compte l’erreur dans l’étape gloutonne (autrement
dit on a €;, = 0) et ont la forme suivante :

k—1 oo

lim supy,_, ool < 2 limsupy,_, o erj|€k—i’-
i=1 j=i
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Ceci indique que non seulement la premiere borne du lemme 4.4 unifie les analyses d’AVI et
API, mais en plus elle les généralise au cas ot il y a potentiellement une erreur dans l’étape
gloutonne et pour un nombre fini d’itérations k. De plus, il est remarquable que nos bornes ne
dépendent pas du paramétre m.>

Une conséquence immédiate et importante des bornes du lemme 4.4 est qu’on peut déduire
une garantie sur la performance des algorithmes. Nous considérons AMPI-Q et AMPI-V (lar-
gument étant similaire pour CBMPI). Définissons € = sup;>q [l€jlloc et € = sup;>q [|€}]|oo,
c’est-a-dire des bornes uniformes sur les erreurs. En prenant la norme infinie (utilisant notam-
ment le fait que pour tout 4, |T%||c = ) et la limite supérieure quand k tend vers l'infini, on
obtient :

2ve + €
limsup ||lk||oo < ——- (4.21)
k—ro00 * (1 - ’7)2
Ce résultat est une généralisation des bornes connues pour AVI (m = 1 et ¢ = 0) et API

(m = oo) décrites par Bertsekas et Tsitsiklis (1996). On a linterprétation suivante : si on
controle la norme infinie des erreurs pour toutes les itérations, alors on controle la perte de
la politique retournée asymptotiquement par l'algorithme par rapport a la politique optimale.
Symétriquement, on peut voir que les amplitudes des erreurs ne doivent pas étre trop grandes
pour que cette garantie soit informative : comme la perte est nécessairement majorée par
2WVinax = 21%7“7“ (c’est la difference de 2 valeurs qui sont nécessairement dans [—Viax, Vinax|),
cette garantie n’apporte plus rien deés lors que 2ve + ¢ > 2(1 — 7)*Vipax = 2(1 — ¥) Rimax.
Supposons qu’il soit possible de résoudre des problemes de régression et de classification de
sorte & controler I’erreur en norme infinie. Alors, le résultat ci-dessus signifie qu’on peut faire une
réduction du probleme de controle optimal vers une séquence de tels problemes de régression et
de classification. En particulier, si une percée significative était faite dans la littérature de ces
problemes (plus standards), le domaine du contrdle optimal en bénéficierait automatiquement.
Comme la plupart des approches de régression et classification (notamment celles que nous
avons décrites dans les trois implémentations spécifiques de la section précédente) controlent
Ur__ 4
9

une norme £, & poids—qui nous rappelons est définie par |ullp, = [ >, u(@)|u(z)[?] a
portée d'un résultat comme celui énoncé a I’équation (4.21) est limitée. Le reste de la section
est consacrée a la dérivation de bornes en fonction de normes /¢, des erreurs.

Munos (2003, 2007); Munos et Szepesvari (2008) et Farahmand et al. (2010) ont montré
comment dériver ces bornes plus réalistes. L’approche consiste a introduire des coeflicients
dits de concentrabilité parce qu’ils mesurent comment une distribution sur les états peut se
concentrer lorsque la dynamique du MDP évolue. Etant donnés deux lois i et p, des entiers 4

et a, on s’intéresse a la quantité suivante :

. (Pﬂjpﬂjﬂ"'Pﬁl),p
ca(i) = max ,
1wy M5 ILL o
ou 71,...,m; est n'importe quel ensemble de politiques du MDP, (P7rj.137rj._1 < Pr)p est la

distribution obtenue si partant de p, on effectue j pas en suivant successivement les politiques
T, T2, - Tj, et ﬁ désigne le quotient composante par composante des vecteurs v et u.% Dans

5. L’indépendance par rapport a m est liée au niveau d’abstraction de la définition 4.3. La dépendance visa-vis
de m reapparaitrait si on explicitait ce qui est caché dans la notation I'?. Mais cela aurait aussi pour effet de
compliquer significativement l’analyse, comme on peut le voir dans les résultats décrits dans (Scherrer, 2007,
2013b) pour A-Itérations sur les politiques.

6. Lorsqu’on s’intéresse & des espaces d’états plus généraux (non nécessairement dénombrables) et que v et
1 sont des mesures générales, on se base alors sur la dérivée de Radon-Nikodym Z—Z, avec la convention que le
coefficient cq(j) est infini dés lors qu’une des mesures du dénominateur n’est pas absolument continue par rapport
a u. Les résultats que nous présentons ci-apres s’étendent sans difficulté.
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la mesure ou ces coefficients apparaitront dans les bornes que nous allons bientot décrire, ces
dernieres ne seront informatives que si ces coefficients sont finis. Nous renvoyons le lecteur
aux articles (Munos, 2007; Munos et Szepesvari, 2008; Farahmand et al., 2010) pour plus de
détails concernant ces coefficients ; en particulier, on pourra trouver une illustration simple ou
ces coefficients sont relativement petits dans (Munos, 2007, sections 5.5 et 7). Munis de ces
coefficients, nous pouvons maintenant énoncer un lemme technique qui permet de convertir des
inégalités vectorielles du type de celles du lemme 4.4 en bornes en norme £, et qui généralise
légerement 'analyse de Farahmand et al. (2010).

Lemme 4.6. Soient T et (J;)iez deux ensembles d’entiers positifs ou nuls, {Z,...,Z,} une
partition de I, et f et (gi)icz des fonctions satisfaisant

|f\§zzrj|gi\=izzrj!9i|-

i€ jeT; I=114i€Z; jeT;
Alors, pour tout entier p, pour tous entiers o et o tels % + 5 = 1,7 et toutes distributions p et
W, on a
» .
1fllp,e < Z (Ca(l)) sup 19illpar, Z Z v,
1=1 €L i€T, jET;

avec le coefficient de concentratibilité suivant

Yier 2jeg Vcald)
Co(l) = S D P
1€T; J1€T; v

Appliquer ce lemme aux inégalités vectorielles du lemme 4.4 nous meéne au résultat suivant.

Théoreme 4.7. Pour tous entiers «, I, k et d, définissons le coefficient de concentrabilité
suivant :

Lk.d (1—7)2k_100 j
= U S e
LA A

Soient p et u des distributions sur les états. Soient p, o et o' des entiers tels que é + 5 = 1.

Soient enfin € = supy<j<p_1 |€jllparp €t € = supi<jcy € llpar,u- Aprés k itérations, les pertes
de AMPI-V et AMPI-Q satisfont

Y= Y
€+
(1—7)? (1—7)?
tandis que la perte de CBMPI satisfait

1k llp,p < ¢ +g(k),

3=

(1 74) (207
(1 =)

29m(y — 41 (caF)
(1 =)

1kllp,p < €+ ¢ +g(k), (4.22)

avec

2% P
g(k) = T—~ (Cfi’kﬂ’o) " min ([[dollpa s [1b0llpa ) -

7. Dans la mesure ot nous supposons « et o’ entiers, on a (a,a’) € {(1,0);(2,2); (o0, 1)}.
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Démonstration. Le résultat est obtenu pour AMPI-V et AMPI-Q en appliquant au lemme 4.4
le lemme 4.6 avec Z = {Z1,7,Z3} avec Iy = {1,...,k — 1}, To = {k, ..., 2k — 1}, et T3 = {2k},
et ol pour tout ¢ € Z,

{iyi+1,---} if 1<i<k-—1,
=X {i—kji—k+1,---} if k<i<2k—1,
{k} if =2k
Qer_i if 1<i<k-1,

et g¢g; = E;C—(i—k:) if k<i<2k-— 1,

2d0 (or 2[)0) if 1= 2/€,

On utilise en particulier le fait que Zf:_zl PP V= (,le:;)z; . La preuve est similaire pour CBMPI.
]

Si on fait tendre le nombre d’itérations k vers l'infini, on obtient la borne suivante pour
AMPI-V et AMPI-Q :

lim sup ||l <
k—)oop 12k I, (1—7)2

Comparée a la borne en norme infinie de I’équation (4.21), on voit ici que le prix & payer pour
avoir une borne en norme £, est le couple de coefficients Cooo0 ot €20 De plus, il est facile de
voir que cette derniére borne est plus générale : quand on fait tendre p vers I'infini, on retrouve
I’équation (4.21).

Remarque 4.8. Via le choiz du couple de paramétres o et o tels que é + i =1,idya
un compromis entre l'amplitude des coefficients de concentrabilité (plus o est grand et plus ces
coefficients sont grands) et la difficulté de controler les erreurs (plus o' est grand et plus le
controle de lerreur, en norme Ly, est un probléme difficile). Sur ce point, notre analyse unifie
celles de Munos (2007); Munos et Szepesvdri (2008) (o = oo et o/ =1) et de Farahmand et al.

(2010) (0= o/ = 2).

Remarque 4.9. [l est intéressant de remarquer que notre analyse ne dépend pas directement
du parametre m pour AMPI-V et AMPI-Q (bien qu’elle en dépende indirectement a travers € ).
Pour CBMPI, m permet de directement contréler linfluence de U’erreur d’approximation de la
fonction valeur, l’annulant en particulier lorsque m tend vers linfini (cf. le premier terme de
léquation (4.22)). Si on suppose un budget fize en nombre d’échantillons, augmenter m réduit
le nombre de trajectoires utilisées par le classifieur et affecte en général sa qualité. Ainsi, m
permet de faire un compromis entre 'erreur d’estimation de ’étape de classification et l’erreur
globale de régression de la fonction valeur.

On notera finalement ici que Canbolat et Rothblum (2012) ont indépendemment développé
une analyse de sensibilité au bruit du schéma algorithmique MPI. Cependant, Canbolat et Ro-
thblum (2012) considerent uniquement le cas de l'erreur controlée en norme infinie, et ’analyse
proposée concerne seulement la distance v, — vy, tandis que nous bornons ici la perte vy — vy, . Si
on peut déduire une borne sur la perte a partir de celle sur la distance (par exemple en utilisant
le théoreme 1 de Canbolat et Rothblum 2012), la borne alors obtenue est néanmoins moins fine
que la notre. En particulier, cela ne permet pas de retrouver exactement les résultats standards
pour AVI et API, comme c’était le cas avec notre analyse (équation (4.21)).
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Application a I’analyse d’une implémentation particuliere de CBMPI

Muni du résultat général donné par le théoreme 4.7, on peut considérer des instances parti-
culieres des trois algorithmes (basés sur des régresseurs ou classifieurs particuliers) et dériver une
analyse statistique plus précise en dérivant des bornes sur les erreurs € et €. En guise d’illus-
tration, nous allons dériver cette analyse plus précise dans le cas d’une instance particuliere
de CBMPI, qui contient les deux forme d’approximation. On supposera ici qu'on implémente
CBMPI en représentant la fonction valeur a chaque étape k dans un espace linéaire. Dans ce
cadre, on peut dériver la borne suivante sur ’erreur de mise a jour de la valeur.

Lemme 4.10 (Erreur de I’étape d’évaluation de CBMPI). Soient {¢j}§-l:1 des vecteurs
linéairement indépendants sur X tels que ||¢j||cc < L et soit F lespace linéaire engendré par ces
vecteurs, i.e. F = {fa(-) = ¢(-)a: a € R}, Soit o tel que fo, est la meilleure approzimation
de (Tr),)"vg—1 dans F, i.e. for = argminger |[(Tr, )" vi—1 — fll2,u- Etant donnés I’échantilllon
{ (29,54 (x®)) }é\;l, ot pour tout i, Up(xV)) est un estimateur non-biaisé de [(Ty, ) vp_1](z®)
calculé via U'équation (4.10). Alors, la troncature vy dans [—Viax, Vimax] du minimum empirique
de v — Z{(ﬁ,’u) (équation (4.11)) satisfait avec probabilité au moins 1 — 4,

Hﬁk

2,u = Hvk - (Tm)mvk—le < 4?2}__1 H(Tﬂk)mvk—l - f 2,u T el(N> 5) + 62(N7 5)a

2 )2(d+1)
ot e1(N,d) = 32Vmax\/§7 log (27(126 év) ) :

2 9
e2(N,9) = 24<Vmax + Ha*”gL\/g)\/Nlogf .

Ce type de résultats est typique de ce qu’on peut trouver dans la littérature concernant
la régression linéaire, dans lequel on voit que 'erreur dans le calcul v, dépend a la fois d’une
mesure d’erreur liée au choix de ’espace F et du nombre d’échantillons N avec une décroissance
en O(\/l—ﬁ)

Nous considérons a présent I’analyse de 'erreur lors de I’ étape gloutonne. Pour simplifier ici,
nous supposerons que ’espace d’actions ne contient que deux actions, ce qui permet d’analyser
la performance du classifieur via la dimension de Vapnik—Chervonenkis .

Lemme 4.11 (Erreur de l’étape gloutonne de CBMPI). On suppose que l’espace des
politiques utilisées par le classifieur a une VC-dimension (Vapnik, 1995) finie h. Etant donné
I’échantillon {(m(i), Qe (2, a)) }Zl, ot pour tout état ) et chacune des deux actions a, G—1(x?, a)
est calculé a partir de M trajectoires selon l’équation (4.14)), la politique T, obtenue en mini-
misant le risque empirique de l’équation (4.16) satisfait avec probablité au moins 1 — 4,

el = £ (s me) < nf L1 (s ) + 2(h (V) + 4 (N, M, ),

! 32
+ log F) ,

. 2 eN
ot et (N',8) = 16Vmax\/N, (hlog A

2 MN' 32
G/Q(N/,M,5):8Vmax\/w(h10ge A +10gF) .

8. L’extension au cas de plus de deux actions peut se faire en suivant la démarche décrite par Lazaric et al.
(2012). La différence principale par rapport au cas deux action est que la VC-dimension de I'espace des politiques
est remplacée par la dimension de Natarajan.
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Ici encore, la forme de ce résultat est conforme aux résultats standards d’analyse de la
littérature apprentissage statistique. En utilisant le fait que ||eg|l1,, < ||€xl|2,u, les deux lemmes
que nous venons de décrire montrent que ’on controle les erreurs € et € du théoréme 4.7 en
norme /1 ; en prenant p =1, o’ = 1 et @ = 0o, on en déduit la garantie suivante.

Théoréme 4.12. Soit

d= su inf £ (w7 et dm = su inf |(Tx)"g — fll2
gefnrrf)eHWGH ,,79(,u ) " gef,}r)erEfH( w9 = Fllz

ot F et II sont respectivement l’espace fonctionnel (linéaire) et l’espace de classifieurs utilisés
par CBMPI. Avec les hypothéeses et notations du théoreme 4.7 et des lemmes 4.10 et 4.11, apres
k itérations, avec probabilité 1 — 6, la perte espérée E,[li] = ||lk|1,, de CBMPI satisfait :

29" (y — 7’“_1 Cig’“’m 1) )
1,p§ ( (17)2) dm"’_el(Na%)_{—e?(Na%)
(1—yF)cit?
(1—7)?

Remarque 4.13. La borne ci-dessus permet de donner une version quantitative de la remarque
qualitative 4.9. Si on suppose un budget (en nombre d’échantillons de transitions) par itération
fizte B = Nm + N'M|A|(m + 1) équilibré entre le classifieur et le régresseur, alors la borne
ci-dessus a la forme suivante :

il < (7’” (s 5 ) + 4 v m>) .

On voit ici clairement le réle joué par le parameétre m : une grande valeur de m réduit ['influence
des erreurs (d’approximation et d’estimation) dues au régresseur—le premier terme—mais aug-
mente en méme temps lerreur d’estimation du classifieur—le troisiéme et dernier terme—,
Uerreur liée au choix d’espace de politique 11 restant incompressible.

Ik

0 )
(4 AV 5+ 7.0, 1)) + )

4.3 Reésultats empiriques

Pour finir, nous présentons quelques résultats empiriques qui montrent l'intérét du schéma
algorithmique considéré dans ce chapitre. Des trois variations algorithmiques AMPI-V, AMPI-
Q et CBMPI, la derniere est celle qui s’est avérée la plus intéressante en pratique; nous nous
concentrerons de nouveau sur elle. Nous en profiterons notamment pour illustrer 'influence du
parametre m. Pour des résultats empiriques plus variés et détaillés, et notamment des illustra-
tions des algorithmes AMPI-V et AMPI-Q, nous renvoyons le lecteur a l’article (Scherrer et al.,
2015).

Nous considérons le jeu de Tetris décrit en introduction (Exemple 0.1 page 7) et allons
comparer trois algorithmes : CBMPI, DPI (Lazaric et al., 2010)—qui est équivalent & CBMPI
lorsque m tend vers l'infini, et dont I'implémentation pratique (Lagoudakis et Parr, 2003a; Fern
et al., 2006) équivaut & CBMPI avec une fonction valeur nulle—et la méthode d’entropie croisée
(Rubinstein et Kroese, 2004) (CE, pour Cross Entropy en anglais), méthode d’optimisation
“boite noire” similaire au recuit similé qui est une référence pour le domaine de Tetris (Szita et
Lérincz, 2006; Thiéry et Scherrer, 2009b).

Afin de spécifier les divers algorithmes, nous allons nous appuyer sur des espaces de fonctions
linéaires pour définir un espace de fonctions valeurs F et un espace de politiques II. De maniere
similaire & ce que nous avons fait dans les deux chapitres précédents, nous considérons pour les
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fonctions valeurs I’espace F de fonctions de ’ensemble des triplets (mur, piece, action) S x P x A
dans R paramétrées par un vecteur 6 € R% :

d
V(S,p, CL), f9(57p, CL) = ¢(Sap7 CL),9 = Zejgbj(sapu CL),

J=1

ol les ¢; sont des fonctions de base qui ont pour vocation a résumer I'information correspondant
a la situation et la décision immédiate & tout instant d’une partie de Tetris. En pratique, nous
choisissons un sous-ensemble des fonctions de bases parmi les 14 fonctions suivantes :

(i) Les fonctions ¢y,...,¢5 pour coder la hauteur maximale : Ces 5 fonctions, qui
dépendent uniquement du mur courant s, proposées dans (Scherrer et al., 2015), per-
mettent de décrire de maniere extensive la hauteur moyenne du mur.

(ii) Les fonctions ¢, ..., ¢14 de Dellacherie-Thiery (D-T) : Cet ensemble est constitué
de 6 fonctions proposées par Dellacherie (Fahey, 2003) qui a longtemps été la référence des
bots jouant a Tetris (Thiéry et Scherrer, 2009a), et de 3 ajoutées par Thiéry et Scherrer
(2009b). Contrairement aux précédentes, ces fonctions dépendent de I’action effectuée et
du mur obtenu aprés cette action : la hauteur d’arrivée de la piéce, le nombre de briques
supprimées, le nombre de transitions horizontales “brique <+ non-brique”, le nombre de
transitions verticales “brique < non-brique”, le nombre de trous, deux mesures de la
profondeurs des trous® et une mesure de la capacité de la surface supérieure du mur
absorber les picces sans créer de trous.

Ainsi, si on utilise I’ensemble des fonctions sur dessus, la valeur en un couple état-action (s, p, a)
est approchée par

14
8 » D, Q Zej¢ +Zej¢(sapaa)
7=6

L’espace des politiques II utilisé par CBMPI est défini implicitement par le méme ensemble
de fonctions de bases pour former une fonction “score” pour les actions, 'action choisie par la
politique étant celle qui a le plus grand score. Par exemple, si nous utilisons toutes les fonctions
de base, nous considérons ’ensemble des politiques qui en 1’état (s, p) renvoient une action telle
que

(s, p)earg max 29j¢ succe(s,p,a +Z€¢sp,

ol les parametres (67) sont potentiellement différents des (Oj) utilisé pour la fonction valeur.
Une différence subtile pour la définition de la fonction de score pour les politiques est que
les premieres fonctions de bases (¢1,...,¢s), qui ne sont originellement définies que sur I’état
courant du mur, sont évaluées non en ’état courant mais en 1'état successeur succ(s,p,s), ce
qui permet d’avoir une dépendance en fonction de ’action a.

Dans les expériences sur le domaine de Tetris, nous considérons deux variantes du jeu : le
jeu normal qui se joue sur une zone de jeu de taille 20 x 10, et une variante réduite de taille
10 x 10 (de hauteur deux fois moindre). Les politiques générées par les différents algorithmes
sont évaluées par leur score (le nombre de lignes supprimées dans une partie commengant sur
un mur vide) moyenné sur 200 parties pour la petite variante du jeu (10 x 10) et sur 20 parties
pour le jeu normal (20 x 10). Tous les algorithmes considérés étant itératifs, on présente des
courbes “d’apprentissage” qui donnent 1’évolution des performances au cours des itérations :
on y présente la moyenne et un intervalle de confiance correspondant a 3 fois la déviation
standard. On peut directement controler le nombre B d’échantillons utilisés par CBMPI et DPI

9. Voir (Thiéry et Scherrer, 2009a) pour plus de détails.

62



en choisissant le nombre de trajectoires N M et leur longueur m ; on a en effet B = (m+1)N M |A]|
échantillons 9. Par contre, avec une approche d’optimisation “boite noire”, ol I'évaluation d’un
controleur se fait en jouant une ou plusieurs parties, le nombre total d’échantillons n’est pas
controlé mais mesuré a posteriori.

Nous avons effectué des expériences sur la petite variante du jeu, ce qui nous permet de
comprendre le role des parametres principaux et des fonctions pour la représentation paramétrée.
Nous avons ensuite utilisé les meilleurs parameétres dans la variante plus grande (normale) du
jeu.
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FIGURE 4.4 — Courbes d’apprentissage pour CE, DPI et CBMPI pour le jeu de taille 10 x 10.

Tetris, taille réduite (10 X 10) La figure 4.4 montre les courbes d’apprentissage pour les
différents algorithmes sur la version réduite du jeu. Nous avons paramétré les politiques des
trois algorithmes a 'aide des fonctions D-T. Pour CBMPI, quelques expérimentations nous

10. En pratique ici, nous avons réutilisé les échantillons de I’étape gloutonne pour I'étape d’évaluation.
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ont amenés a choisir l'intégralité des fonctions ¢1,...,¢14 pour représenter la fonction va-
leur. L’algorithme CE atteint le score moyen de 3,000 apres 10 itérations utilisant un budget
moyen de B = 65,000,000. Dans ces expériences, nous avons fixé a B = 8,000,000 le nombre
d’échantillons par itération utilisés par CBMPI et DPI. Nous avons fait varier la longueur m des
trajectoires dans {1, 2,5, 10,20}, fixé le nombre de répétitions par action M = 1 (qui s’est avéré
la meilleure valeur), et déduit le nombre total N de trajectoires en conséquence. DPI atteint
3400 lignes en moyenne pour les valeurs m = 5 et m = 10. Pour DPI, des trajectoires trop
courtes (m = 1) donnent de mauvaises estimations de g, tandis que de trop longues trajectoires
(m = 20) plombent l'erreur d’estimation. L’algorithme CBMPI est celui qui donne les meilleures
résultats, en atteignant un score moyen de 4,200 pour m = 5 (soit N = % ~ 42,000).
Contrairement a DPI, CBMPI obtient une performance raisonnable avec de courtes trajec-
toires; ceci suggere que la fonction valeur est relativement bien représentée, et donc construit
de meilleurs estimations de g.

Rollout size m of CBMPI Rollout size m of DPI
- =5 =—=10 c=- 5 e=-10

20
1

Averaged lines removed ( x 10°)
10

0
L

1 2 3 4 5 6 7 8
Iterations

FI1GURE 4.5 — Courbes d’apprentissage pour CBMPI, DPI et CE pour le jeu 10 x 20.

Tetris, taille normale (10 X 20) La figure 4.5 montre la performance des algorithmes
décrits plus haut dans le jeu de taille normale. Ici, nous avons fixé pour DPI et CBMPI un
budget par itération de B = 32,000,000. DPI atteint son meilleur score, 12,000,000, apres 3
itérations pour la valeur m = 5. CBMPI atteint le score 20, 000, 000 apres 8 itérations pour la va-
leur m = 10. CE atteint une performance égale a celle de CBMPI, un score moyen de 20, 000, 000
apres 8 itérations ; cependant, le nombre total d’échantillons utilisés par cette derniere méthode
est comparativement 6 fois plus élevé : apres 8 itérations (nombre d’itérations pour que les deux
méthodes atteignent leur meilleur score) CBMPI utilise seulement 256,000,000 échantillons
tandis que CE en utilise 1, 700, 000, 000.

4.4 Bilan et perspectives

Nous avons considéré une famille de schémas algorithmiques, MPI, pour approcher la solu-
tion de MDP de grande taille. Nous avons décrits trois implémentations originales, AMPI-V,
AMPI-Q et CBMPI, qui généralisent un certain nombre d’algorithmes de la littérature : fitted-
value iteration, fitted-Q iteration, et classification-based policy iteration. Nous avons décrit nos
principaux résultats d’analyse de propagation d’erreur, résultats qui ont le bon gott d’unifier
ceux connus pour API et AVI. Nous avons détaillé cette analyse d’erreur pour l'algorithme
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CBMPI et obtenu une garantie de performance qui dépend de la qualité des espaces choi-
sis pour représenter les politiques et les valeurs, ainsi que le nombre d’échantillons utilisés.
Cette analyse éclaire notamment le role du parameétre principal m du schéma algorithmique : a
nombre d’échantillons constant, ce dernier permet de faire un compromis entre la qualité de la
représentation de la valeur et l'erreur d’estimation de la politique gloutonne. Des simulations
numériques sur le jeu de Tetris ont permis de confirmer cette interprétation qualitative. En
particulier, l’algorithme CBMPI s’est montré plus efficace (en terme du nombre d’échantillons)
pour construire des controleurs de qualité pour ce jeu qu'une approche d’optimisation “boite
noire” qui était alors la référence.

A Pexception I’AMPI-Q (qui n’est pas I’algorithme qui a montré les meilleures performances
empiriques), les schémas numériques que nous avons présentés concernent le cas ou le nombre
d’actions est fini et petit. Développer et analyser des schémas pour des grands espace d’actions
(par exemple continus sous une hypothese de régularité) constitue une perspective intéressante.
Nous avons fait la remarque que nos résultats unifiés ne dépendent pas du parametre principal m.
Néanmoins, les étapes qui amenent a ce résultat dépendent de m, et nous pensons qu’il doit étre
possible de mener une preuve plus simple ou m n’apparait pas. Nous n’avons pas été en mesure
de le faire et cela constitue une piste naturelle de recherche. Le sous-probleme de classification
utilisé par CBMPI est une instance de classification multi-classe a cotut sensitif. Si le cas de deux
classes est bien compris dans la littérature, le cas “k classes” n’admet a notre connaissance pas
de solution standard. Approfondir ce probleme est une direction envisageable. Enfin, on trouve
dans la littérature d’autres schémas itératifs pour résoudre les problemes de controle optimal,
notamment ceux décrits par Yu et Bertsekas (2013) et Rogers (2007). Appliquer le méme genre
d’analyse de sensibilité fait partie des pistes pour des travaux futurs.
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Chapitre 5

Sur 'utilisation de politiques
non-stationnaires

Nous avons décrit dans le précédent chapitre une famille de schémas algorithmiques ap-
prochés qui tentent, a chaque itération, de suivre ce que feraient des algorithmes exacts de
programmation dynamique. Dans le cas des deux algorithmes les plus standards, rappelons que
cela revient a considérer des schémas qui construisent des séquences de fonctions valeurs v ou
politiques m;, comme suit

Itérations sur les valeurs approché (AVI) : Vg1 < Tug + €11 (5.1)
s .. , Vg < Up, + €
I 1 1 hé (API) : k 2
térations sur les politiques approché (API) { e« un élément de Guy (5.2)

ou vy et my sont arbitraires, et ou 1'on rappelle que T' est 'opérateur d’optimalité de Bellman,
vy, est la valeur de la politique 7, et Guy, est 'ensemble des politiques gloutonnes par rapport
a vg. A chaque itération k, le terme e, rend compte d’une approximation de 'opérateur de
Bellman (pour AVI) ou de I'évaluation de vy, (pour API). L’étude précise de ces erreurs pour
des implémentations particulieres de ces approximations a été (notamment) abordé dans les deux
chapitres précédents. Dans ce chapitre, nous ferons pour simplifier I’hypotheése que pour tout
k, les termes d’erreurs €, sont controlés en norme infinie : |lex||,, < € avec € > 0. Des résultats
d’analyse de sensibilité aux erreurs que nous avons généralisés dans le précédent chapitre, sont
historiquement dus a Singh et Yee (1994); Gordon (1995); Bertsekas et Tsitsiklis (1996) pour
AVT et Bertsekas et Tsitsiklis (1996) pour APT :

Théoréme 5.1. Pour API (respectivement AVI), la perte lie au fait de suivre la politique Ty,
(respectivement une politique my, de Gug—1) au lieu de la politique optimale . satisfait :

2y

hgi?ip lve = vy |l < = 7)26.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser particulierement a la dépendance de ces ga-
ranties en fonction du facteur d’actualisation . Les résultats présentés ici ont été obtenus avec
Boris Lesner et ont donné lieu aux deux publications suivantes : (Scherrer et Lesner, 2012) et
(Lesner et Scherrer, 2015). Le coefficient (1371)2 peut étre treés grand, et ce d’autant plus que
~ est en pratique souvent proche de 1. Ainsi, la garantie ci-dessous est généralement percue
comme étant pessimiste en pratique. De maniere intéressante, cette constante (1371) apparait
dans de nombreux travaux de la littérature sur AVI (Singh et Yee, 1994; Gordon, 1995; Tsitsiklis
et Roy, 1996; Guestrin et al., 2001, 2003; Pineau et al., 2003; Even-dar, 2005; Ernst et al., 2005;
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Munos, 2007; Munos et Szepesvari, 2008; Petrik et Scherrer, 2008; Farahmand et al., 2010) et
API (Kakade et Langford, 2002; Munos, 2003; Lagoudakis et Parr, 2003b; Antos et al., 2008;
Farahmand et al., 2008; Maillard et al., 2010; Busoniu et al., 2011; Lazaric et al., 2012; Gabillon
et al., 2011; Bertsekas, 2011; Farahmand et al., 2010; Azar et al., 2011), ainsi que dans des
travaux auxquels j’ai contribué sur les généralisations A-PI et AMPI mentionnées au chapitre
précédent (Scherrer, 2013b; Thiéry et Scherrer, 2010; Scherrer et Thiéry, 2010; Scherrer et al.,
2015), suggérant qu’elle a peu de chance d’étre améliorée. En effet, la borne ci-dessus (et la
constante (1371)2) est optimale pour API (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996, Exemple 6.4), et nous
avons montré avec Boris Lesner qu’elle l'est également pour AVI (section 5.1) et pour AMPI
(section 5.3), résultats qui n’étaient a notre connaissance pas connus dans la littérature.

Bien que la théorie du controle optimal & horizon infini assure qu’il existe une politique
optimale qui est stationnaire, 1'idée centrale des contributions présentées ici est de montrer
qu’il peut étre préférable de chercher a construire une politique non-stationnaire dans la me-
sure ou elles jouissent d’'une meilleure garantie “pire cas”. De plus, nous allons montrer que
ces politiques non-stationnaires peuvent étre obtenues via des modifications mineures des algo-
rithmes standards. Nous montrons comment déduire une politique non-stationnaire a partir de
I’exécution d’une instance d’AVI. Nous décrivons ensuite deux variations d’API qui permettent
de calculer des politiques non-stationnaires. Nous finirons par présenter un schéma qui per-
met d’interpoler entre ces variations non-stationnaires d’AVI et d’API d’une maniere similaire
a AMPI. Pour l'ensemble de ces algorithmes approchés avec une erreur par itération bo;“née

v

par €, nous fournissons des garanties de performance qui peuvent étre réduites jusqu’a ;—e,
-

c’est-a-dire d’un facteur multiplicatif ﬁ meilleur que la garantie du théoreme 5.1, ce qui est
significatif dans les situations typiques ou - est proche de 1. Ainsi, une conséquence quelque peu
inattendue de ces résultats est que le probleme de “calculer des politiques approximativement
optimales non-stationnaires” est sensiblement plus simple que celui de “calculer des politiques
approximativement optimales stationnaires.” Enfin, nous montrons que les garanties améliorées
obtenues pour ces algorithmes non-stationnaires sont optimales dans le sens ou elles ne peuvent
pas en général étre améliorées. Avant de décrire ces contributions, nous allons commencer par
introduire quelques notations utiles pour les politiques non-stationnaires.

Etant donnée une séquence 7y, o, ..., de k politiques stationnaires (cette séquence sera
claire dans les contextes que nous aborderons plus loin), et pour tout entier 1 < ¢ < k, nous
noterons 7 ¢ la politique périodique non-stationnaire qui choisit la premiere action selon my, la
deuxieme selon 7j_1, ..., la £ selon 7, _p1q et qui boucle indéfiniment sur cette séquence de
taille £. Formellement, on écrira :

Tt =Tk Tk—1 " Thk—f+1 Tk Tk—1 * " Tk—f¢+1"""

Il est immédiat de généraliser la notion de fonction valeur a ce type de politiques, notée vy, ,,
et de voir qu’elle est I'unique point fixe de 'opérateur composé suivant :

T v

Th—g+41 7"

V’U, va = ka T7r

1

Enfin, il sera utile d’introduire le noyau actualisé suivant :

Fk,f = (VPTI’IC)(’YPTU%J t ('YPTkaéH)'

Généralisant le cas stationnaire, on pourra facilement observer le fait que I'opérateur T} , est
affine et que pour toute paire de fonctions v et v/, on a les identités suivantes :

Ty v — Ti o' =T p(v — ') (5.3)
et Tk,g(v + U,) =Ty + Fk7gv,. (5.4)
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—27€ 2(v +7?)

5. 88 8.

FIGURE 5.1 — Le MDP déterministe pour lequel la borne du théoreme 5.1 est optimale pour
AVTI et APL

5.1 Optimalité de la constante ( )2 pour les politiques station-
naires

La garantie du théoréme 5.1 est optimale pour API dans le sens ot il existe une instance de
MDP (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996, Exemple 6.4) et une séquence d’erreurs (eg)x>1 satisfaisant
llexlloo < € tels que la borne est satisfaite avec égalité. A notre connaissance, une observa-
tion similaire n’était pas répertoriée dans la littérature pour AVI. Comme nous allons le voir,
I'exemple utilisé pour montrer 'optimalité de la borne pour API permet de montrer que la
borne est également optimale pour AVI. Ce MDP déterministe, tiré de (Bertsekas et Tsitsiklis,
1996, Exemple 6.4), est représenté a la figure 5.1 et décrit ci-apres.

Exemple 5.2. On considére un MDP avec un nombre infini d’états 1,2,.... L’état 1 est ab-
sorbant et a une récompense nulle. Pour tout état i > 1, il y a deux actions possibles : soit on
bouge vers l’état i—1 avec une récompense nulle, soit on reste dans l’état © avec une récompense

o0~ ’Y

1—7°
Pour simplifier légérement ce qui suit, on considérera qu’en [’état 1 absorbant, seule ’action
“reste” est disponible (on a bien 11 = 0). Comme les récompenses non nulles sont strictement
négatives, il est clair que l'unique politique optimale consiste a toujours choisir ['action “bouge”
qui permet de passer de ’état i a l’état i — 1 jusqu’a l’état absorbant 1, et ainsi que la valeur
optimale vy vaut 0 en tout état.

Ty =

On considere ici qu’on initialise AVI avec vy = v, = 0. Enfin, nous allons supposer que la
séquence d’erreurs (eg) est définie, pour tout k£ > 0, par :

—€ sii=k,
ex(i)=1¢ € sii=k+1,
0 sinon.

Avec l'instance que nous venons de décrire, nous allons montrer que pour toute itération k,
parmi les politiques gloutonnes Guy par rapport a la valeur vy, il en existe une, 711, qui choisit
laction ” bouge” dans tous les états sauf I’état k + 1, ou elle choisit “rester”. Ainsi, en cet état
k 4+ 1, on a une boucle impliquant une récompense négative, et la valeur de cette politique en
cet état satisfait :

Tk+1 i
U7rk+1 (k+1) Z'Y Tk+1 = e = —2W5-

Autrement dit, comme v, = 0, on voit qu’on atteint la borne du théoreme 5.1 a la limite ou k
tend vers l'infini.
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Pour montrer qu’on peut effectivement obtenir cette séquence de politiques, nous allons
prouver par récurrence sur k que, pour tout k > 1,

—ykle sit <k,
N ) TE/2—€ sii =k,
U =0 Z(/2— ) sii=k+1,
0 sinon.

Comme vy = v, = 0, une politique gloutonne est clairement de “bouger” en chaque état ¢ > 2,
et 'on obtient v = vg + €1 = €1, ce qui prouve que la relation ci-dessus est vraie pour k = 1.
Supposons & présent qu’elle est vraie a I'étape k et montrons qu’elle est également vraie a I’étape
k+1.

Notons q}g la valeur si la premiere action effectuée est “bouge” et si on obtient ensuite la
valeur donnée par vi. Pour tout ¢ > 1, on a q};’(z) =0+ yug(i — 1), et ainsi

y(—vFLe) = —~ke sii=2,...,k
b ) YrE/2—€)  =rp/2 siti=k+1
9 (?) = —y(re/2 —€) = —rE41/2 sii=k+2

0 sinon.

Notons maintenant g;, la valeur si la premiere action effectuée est “reste” et si on obtient
ensuite la valeur donnée par vy. Pour tout ¢ > 0, on a g (i) = r; + yvi (), et ainsi
ri + (= le) =1 —qFe sii=1,....k—1
e+ (/2 —€) =rp+re/2 sii=k

@ (1) = § The1 — Thy1/2 = rp+1/2 sii=k+1
Tk+2 + 70 = I'kto sii=k+2
0 sinon.

Tout d’abord, comme 71 = 0 et €,41(1) = 0, la valeur en ’état 1 satisfait, comme désiré,

pour tout k,

vk1(1) = gp(1) + €1 (1) = —7e.

Ensuite, come r; < 0 pour tout ¢ > 1, on a q}g(i) > q},.(i) pour tous ces états sauf i = k4 1 pour
lequel on a
Rk +1) = gi(k+1) = rpp1 /2.

En utilisant finalement le fait que

b
Vg1 = max(qy, qi,) + €xt1,

on déduit que la valeur vg 1 a la forme voulue, ce qui clét la démonstration par récurrence.

Finalement, comme pour tout ¢ > 1, on a q}g(i) > q;.(i) avec égalité si et seulement si
i = k+ 1, on déduit qu’il existe une politique 741 gloutonne par rapport a vy qui choisit
Paction optimale (“bouge”) en chaque état excepté k + 1 ou elle choisit 'action “reste”. Ceci
conclut la preuve.

5.2 Algorithmes pour calculer des politiques non-stationnaires

Comme ’exemple 5.2 de la section précédente montre que la borne du Théoreme 5.1 est
optimale, le seul espoir pour obtenir une meilleure garantie implique de changer les algorithmes.
Dans cette section, nous décrivons des modifications mineures d’AVI et d’API qui permettent
de construire une politique non-stationnaire pour lesquelles on a une garantie effectivement
améliorée.
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NSVI : déduction d’une politique non-stationnaire a partir de I’exécution d’AVI.
Bien que le schéma algorithmique AVI—décrit a I’équation (5.1)—est généralement vu comme

générant une séquence de fonctions vg, v1,...,Vx_1, on peut aussi le considérer comme générant
implicitement une séquence de politiques! 7, ma, ..., 7 telles que pour i =0,...,k — 1,
T+l € Gv;.

Tandis que I'algorithme standard AVI renvoie uniquement la politique 7y, la variation NSVI
proposée ici consiste simplement a changer ce qui est retourné par AVI : on renvoie la politique
périodique non-stationnaire 7, qui boucle sur les ¢ dernieres politiques générées par AVI. Le
résultat qui suit montre que c’est effectivement une bonne idée.

Théoréme 5.3. Apreés k itérations de NSVI, pour tout entier 1 < £ < k, la perte liée au fait
de suivre la politique non-stationnaire Ty o au liew de la politique optimale T, satisfait :

2 (r=7" &
o = vl < g (A2 42 o =l )

Lorsque £ = 1 et k tend vers 'infini, on retrouve exactement le résultat du théoreme 5.1. Quand
£ > 1, cette garantie est un facteur % multiplicatif meilleur que la borne du théoreme 5.1.
Le choix de £ qui optimise la borne, £ = k, consiste a boucler sur 'intégralité des politiques
induites depuis le début de ’algorithme, et meéne a la garantie suivante :

k

k
Y gl 2y
o = vl <2 (72 = 12 ) € gl — ol

qui tend vers %6 lorsque k tend vers I'infini.

Une étape importante pour la preuve de ce résultat réside dans le lemme suivant, qui implique
notamment que pour une valeur de ¢ suffisamment grande, v, = Tvg_1 + € est une assez bonne
approximation (& un facteur additif 1f7 pres) de la valeur vy, , de la politique non-stationnaire
Tk¢, tandis qu’en général c’est une approximation plus grossiere de la valeur vy, de la derniere
politique stationnaire 7.

Lemme 5.4. Aprés k itérations de NSVI, pour tout entier 1 < £ < k,

¢ 7=7"
| Tvg—1 — Uﬂ'k,[HOO <Y |vg—e — UWMHOO + 1— €.
Preuve du lemme 5.4. La valeur de my, , satisfait :
Urpe = Tﬂ'kTﬂ'k—l e 'Tﬂk7z+1v7fk,e' (5-5)

En utilisant la relation de récurrence vy41 = Tr,, Uk + €41 et I'identité (5.4), on déduit que la
séquence de valeur générées par AVI satisfait :

m—1

kavk—l — TWkTkal Ce kaJJrl’l)k_g + Z Fk,ifk—i- (5.6)
=1

En soustrayant les équations (5.6) et (5.5), l'identité (5.3) nous permet de voir que

m—1
Tog1 =V, = TryVk—1 — Uy y = Uip(Vk—t — Vry,) + Z Ly i€r—i
i=1
et le résultat suit en prenant la norme infinie et en exploitant le fait que ||Txlloo = 7" O

1. Une séquence de fonctions valeur peut induire plusieurs séquences de politiques gloutonnes dans la mesure
ou chacune de ces valeurs peut avoir plusieurs politique gloutonnes. Les résultats que nous décrivons ci-apres
sont valables pour n’importe quel choix parmi ces possibilités.
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Nous pouvons maintenant prouver la garantie de performance.

Preuve du théoréme 5.3. En utilisant le fait que T est une contraction de coefficient v en norme
infinie, on obtient :

. = vkl = 102 = Tox1 + etll
< || Tve — Top—1]o, + €
< Allos — vkl + e

On en déduit, par récurrence sur k, que pour tout k£ > 1,

k
-7
o = e < 2¥los = vollc + T (5.7
On conclut en utilisant le lemme 5.4 et (deux fois) I’équation (5.7) :
HU* - ka,[”OO
< Tve = Tok-1lloo + 1 T0E—1 =m0
l
i
< 7””* - kaluoo + ’YéHkaﬁ - U7rk713”00 + 1— €
- 1ot v=1"
<7 ('Yk 1HU* — vol|oe + ﬁe + 'YZ (””ku — Vxloo + [|vs — UWHHOO) + 1—~°
k k—¢ ¢

gl - l—n gl
< Mlw = volloo + e+ 9" (7 Mow = volloo + et lloe = v lloo ) + €

1—7v 1—v ’ 1—7

2(y =)
= 7lv. — Umy e lloo + 29" |vs — volloo + ﬁﬁ
2 (v k

< . — . O
_1_76(1_76+7nv 0ol

Nous allons maintenant présenter des résultats similaires pour deux algorithmes de type API
pour calculer des politiques non-stationnaires. Contrairement & AVI ou seul ce qui est retourné
in fine par Dalgorithme a été modifié, les changements que nous allons opérer sur le schéma
standard API sont légerement plus compliqués.

NSPI(N) : une variation d’API pour calculer une politique non-stationnaire avec
période croissante. En s’inspirant des observations faites dans le paragraphe précédent
au sujet d’AVI, nous considérons tout d’abord une variation d’API, NSPI(N), qui, & chaque
itération, approche non pas la valeur de la derniere politique stationnaire m; mais celle de la
politique périodique non-stationnaire my , qui boucle sur 'ensemble des politiques 1, ..., m
générées depuis le début de 'algorithme :

Vk = Umyy, T €k
Tr11 < un élément de Guy,
ou la politique initiale 71 1 est choisie arbitrairement, et ott I'on rappelle que vy, , est le point
fixe de 'opérateur T, ,. Ainsi, itération apres itération, la politique non-stationnaire 7 j est

constitué d’un nombre de plus en plus grand de politiques stationnaires et sa période est crois-
sante. Cet algorithme jouit de la garantie suivante.
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Théoréme 5.5. Apreés k itérations de NSPI(N), la perte lie au fait de suivre la politique
non-stationnaire T au liew de la politique optimale T, satisfait :

_ A~k
<200 =),

HU* - Uﬂk,kHOO = 1 — v + ’}/kilHU* — Umia HOO + Z(k - 1)’7kaax~

Lorsque k tend vers l'infini, cette borne tend vers %6, ce qui est un facteur multiplicatif
ﬁ meilleure que la borne standard d’API donnée au théoreme 5.1.

Preuve du théoreme 5.5. En utilisant le fait que Ty 1 k4107, . = Ty ThkVnp e = Ty Ve €4
que Tr, v > Ty, vp (puisque 711 € Gug), on a :

Us — Uﬂk+1,k+1

= T, v — Tk+1,k+1vﬂk+1,k+1

= T, vs — TW*Uﬂk’k + Tﬂ*vﬂ'k’k - Tk—&—l,k)—i—lvwk,’k + Tk—l—l,k-{-lvﬂ'k’k, - Tk+1,k+lv7rk+1’k+1

= 7P, (ve — ”m,k) + Tm”m,k — Ty Umyp + Fk+1,k+1(”7rk,k - vﬂk+1,k+1)

= YPr, (v« — Uﬂk,k) + T, v — T7Tk+1vk' + V(Pﬂkﬂ — Pr,)ex + Fk"rl,k"rl(vﬂ'k,k - vﬂ'k+1,k+1)

< AP, (vs — Uﬁk,k) + V(Pmﬁ-l — Pr,)ex + Fk+1,k+1(vﬂk~,k - Uﬂk+1,k+1)‘

En prenant la norme infinie, et en utilisant le fait que ||vg, . [[co < Vinax, [[Vm 1 i1 lloo < Vinax €t

que ||Tx114+41/lc0 = ¥¥+L, on obtient :
v — Utg 1,041 lloo < llvs — Urg i oo 4 2ve + 27k+1vmax-
Enfin, une récurrence sur k nous permet de conclure que
2(y — vk _
o = vmalle < 2T e g, — v, o 208 = 17 Vi n

Bien qu’il ait une garantie asymptotique améliorée, ’algorithme que nous venons de décrire
a plusieurs inconvénients :

1. la borne de garantie apres un nombre fini d’itérations contient un terme inélégant de la
forme 2(k — 1)7*Viax ;

2. méme lorsqu’il n’y a pas d’erreur (quand ¢ = 0) on ne peut pas garantir, comme pour
Itérations sur les politiques, qu’il génere une séquence de politiques de valeurs croissantes
et qu'il converge en un temps fini (on peut d’ailleurs facilement voir que ce n’est pas le
cas!);

3. en pratique, la mémoire requise croit avec le nombre d’itérations

L’algorithme que nous allons présenter ci-apres permet de pallier ces problemes.

NSPI({) : une variation d’API pour calculer une politique non-stationnaire avec
période fixe. Nous considérons & présent une variation d’API, NSPI({), paramétrée par un
entier £ > 1, qui itere de la maniere suivante :

Vk < Uy, + €k

Tr41 < un élément de Guy

ou la politique non-stationnaire initiale g, est construite a partir d’'un ensemble arbitraire
de ¢ politiques stationnaires m_py1, m_g49,...,7_1,Tg. Contrairement a l’algorithme présenté
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dans le paragraphe précédent, la politique non-stationnaire implique seulement les ¢ dernieres
politiques stationnaires construites par l’algorithme. On pourra remarquer de plus que nous
venons de décrire une stricte généralisation du schéma standard API, sur lequel on retombe en
prenant £ = 1. Cet algorithme jouit de la garantie suivante.

Théoréme 5.6. Pour tout ¢, aprés k itérations de NSPI(C), la perte liée au fait de suivre la
politique non-stationnaire m ¢ au lieu de la politique optimale m, satisfait :

k+1)

2(y =~
_ < A~k _ A7
||U* /Uﬂ'k,zHOO > ”U* UWO,ZHOO + (1 _ 7)(1 _ 7@)6

Lorsque ¢ = 1 et k tend vers l'infini, on retrouve exactement la borne du théoreme 5.1.
Quand £ > 1 et k tend vers I'infini, cette borne coincide avec celle que nous avons décrite plus

haut pour AVI (Théoréme 5.3) : elle est un facteur multiplicatif 11%7;} meilleur que la borne
standard d’API donnée au théoreme 5.1.

Un argument central pour prouver ce résultat, décrit dans le lemme suivant, montre que de
manieére a similaire a I'algorithme standard API, ’algorithme que nous venons de décire exhibe
une propriété de monotonie (approchée).

Lemme 5.7. A chaque itération, la valeur vy, ., , de la politique non-stationnaire
Te+140 = Tkl Tk - Thp42—¢ Tk41 Tk - oo Tg—f42---
ne peut pas étre beaucoup moindre que la valeur Vgt de la politique non-stationnaire
/
Tke — Thk—t+1 Tk -« Tk42—¢ Th—0+1 Tk -+ Th—f42 .-

dans le sens précis suivant :

2y
Urpsre 2 Vnl, ~ T2 o

La politique Wff’e differe de 741 par le fait que tous les ¢ pas, elle choisit la politique
“vieille de ¢ pas” my_sq1 au lieu de “la plus récente” 1. De plus, 7 , est liée & w4 de la
maniere suivante : W;C’e choisit sa premiere action selon 7m_,41 puis exécute T, ; dit autrement,
comme 7y ¢ boucle indéfiniment sur mpmE_1 ... Th_p41, 712C ¢ = Tk—t4+1Tk¢ Peut étre vue comme
une “rotation” de 1 pas sur la droite de 7 . Quand il n’}; a pas d’erreur (e = 0), le lemme ci-
dessus implique que pour tout k et ¢, mpp > mp, autrement dit qu’on peut extraire une séquence
de politiques non-stationnaires dont la valeur est croissante; comme dans le cas standard, ceci
implique la convergence en temps fini de ’algorithme dés lors que le nombre d’états et d’actions
est fini. Enfin, on notera que lorsque ¢ = 1, le lemme se réduit a un résultat connu sur API (voir
par exemple (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996, Lemme 6.1)).

Preuve du lemme 5.7. Comme m;_, choisit la premiere action selon 7;_¢1 puis exécute 7 ¢, on

a vy = T U~ Maintenant, puisque g1 € Gug,ona T, v >Ty vy et

Tk—0+1 Tk+1 k—0+1

v = Tﬂ'k—@rlvﬂ'k,l T Untpg1e

The  UTktre
= T7Tk—£+lvk - 7P7Tk4+16k — Umpyae
< Tﬂ'k+1vk - 7P7Tk4+16k — Umpp1e
= Tﬂk+1vﬂk,e + V(Pﬂk-u - Pﬂk—e+1)6k ~ Untig1,e

= T7Tk+1Tk7@U7Tk,é - Tk+1,fv7fk+1,é + V(Pﬂkﬂ - Pﬂk—2+1)€k

= Tk+17€T7Tk—Z+lv7rk,l - Tk-&-l,ﬂ)ﬂk“,e + V(Pﬂkﬂ - Pﬂ'k—2+1)6k
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= Fk+1,f(T7rk—z+1v7rk,e - Uﬂk+1,e) + V(Pmﬁ-l - Pﬂk—z+1)€k

= Fk+17f(vw;€j - v7"k+1,l) + ’Y(Pﬂkﬂ - P7rk74+1)6k7
dont on déduit

Umpe — Umkgre <(- Fk—i-l,é)_l'V(Pﬂ'kH - Pﬂk4+1)€k'

Le lemme résulte alors du fait que |[ex/loo < € et que |(I — Tgi1.0) oo = 1_174. O

Muni du lemme, nous pouvons passer a la preuve de la garantie.

Preuve du théoréeme 5.6. En utilisant le fait que 1) Tit1,0410m = Ty ThpVmyy = Ty Vmy

et que 2) Ty, . v > T, v (puisque 741 € Gug), on a pour tout k > 1,

Vs = Unmpge

= T, 0 = Tt 1,00mp 41

=17, vs — Tﬂ*vﬁk,z + 1, Urke — Tk+1,€+1v7rk,e + Tk+1,€+1v7rk,4 - Tk+1,fv7rk+1,4

= vPr, (ve — Uﬂk,g) + T, U o — Tﬂk+1vm,z + Fk+17é(Tﬂ'k—l+1U7Tk,é - Uﬂk+l,£)

< yPr, (ve — Uﬂk,e) + Trvk — Ty vk + /Y(Pﬂk-',-l — Pr,)ex + Pk-ﬁ-l,f(Tm—zHUWk,e - UWHM)

< YPr, (v — Uﬂk,z) + V(Pﬂkﬂ - PW*)ek + Fk+1ye(Tﬂ'k—£+1U7Tk,é - v7"k+1,2)' (5'8)
Considérons la politique W;C’Z définie au lemme 5.7. Remarquant, comme au début de la preuve

du lemme 5.7 que 17, _,,,vm, , = Up/ ,, I'équation (6.7) peut étre récrite comme suit :

Vs = Umpiq g < VP, (vs — Uﬂk,z) =+ 7(P7rk+1 — Pr)ep + Fk-&-ll(ku - U7rk+1,4)'

En utilisant le fait que v, > Unpps Vs 2 Umpyq, €0 le lemme 5.7, on obtient

¢
7 (27e)
[V = Vrpir olloo < ANV — Va4 lloo + 27 + 1_77@
2y
= Yve = vmolloo + 1_ 756-

Finalement, on en déduit par une récurrence sur k que pour tout k > 1,

k+1)

2(y =~
HU* - Uﬂ'k,ZHOO < 'YkHU* - Uﬂ’o,eHOO + ( €.

a0

NSMPI(m,/) : une variation d’AMPI pour construire des politiques non-station-
naires avec période fixe. Dans le chapitre précédent, nous avons décrit en détails une famille
d’algorithmes, AMPI, qui permet d’interpoler entre les deux approches standard AVI et APL.
Nous venons de décrire des versions non-stationnaires d’algorithmes de type AVI et API, et une
question naturelle est de savoir s’il est possible de les interpoler de fagon analogue. C’est ce que
nous décrivons maintenant. Etant donnés deux parametres entiers m > 0 et £ > 1, une fonction
valeur vy et un ensemble de {—1 politiques stationnaires g, m_1, m_yy9, on considere l'algorithme
NSMPI(m, ¢) qui génere une séquence de couples de fonction valeurs et de politiques comme
suit :

Tr41 < un élément de Guy,

Vg1 < (Tﬂk+1,l)mT7Tk+1v/€ + €k
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L’étape gloutonne (de mise a jour de la politique) est identique a celle que nous avons décrite
dans 'ensemble des algorithmes de ce manuscrit. L’étape d’évaluation (de mise & jour de la
fonction valeur) implique l'opérateur de Bellman non-stationnaire T, Y (composé avec lui-
méme m fois) introduit au début de ce chapitre et I'opérateur de Bellman standard 7%, . . De
manieére similaire aux algorithmes que nous avons décrits dans les paragraphes précédents, apres
k itérations, ’algorithme retourne la politique non-stationnaire 7, , qui boucle sur les ¢ dernieres
politiques générées.

Pour les valeurs m = 0 and m = oo, il est facile de voir qu’on retombe respectivement
sur NSVI et NSPI(¢). Lorsque ¢ = 1, on retombe sur AMPI que nous avons décrit au chapitre
précédent (et on retrouve respectivement les versions standards d’AVI et d’API pour m = 0
et m = o00). Autrement dit, ce dernier schéma algorithmique a le bon gout de généraliser la
plupart des algorithmes de programmation dynamique que nous avons décrits jusqu’ici.

A ce stade, la question naturelle suivante est de savoir si cette généralisation hérite des
garanties de performances énoncées plus haut. Comme le montre le théoréme suivant, la réponse
est affirmative.

Théoreme 5.8. Pour tout couple de paramétres m > 0 et £ > 1, aprés k itérations de
NSMPI(m,t), la perte liée au fait de suivre la politique non-stationnaire my, au liew de la
politique optimale m, satisfait :

2(y =" 29*
G- - 1Tl

v — vﬂk,enoo <

Ce théoreme généralise (asymptotiquement) les résultats des théorémes 5.3 et 5.6 (les garan-
ties sont tres proches dans les cas limites m = 0 et m = 00), ainsi que le résultat en norme infinie
d’AMPI présenté dans le chapitre précédent, a I’équation (4.21) page 57. Comme nous l’avions
déja observé pour AMPI (¢ = 1), il est remarquable que le résultat ci-dessus (¢ quelconque) ne
dépende pas du parametre d’interpolation m.

La preuve est une généralisation de celle esquissée au chapitre précédent. De maniere ana-
logue & ce que nous avions fait, on définit pour tout k les quantité suivantes :

1. la distance entre la fonction valeur optimale et la valeur avant approximation & I’itération k :
di = vx — (T )" Vk—1 = v« — (Vk — €1);

2. le décalage (shift en anglais) entre la valeur avant approximation et la (vraie) valeur de
la politique a l'itération k :

sk = (Vg — €k) — Vm s
3. le résidu de Bellman de la valeur a l'itération k :
by = Ty 1 V& — Thot1 0 my 1 Ok
Notre objectif est d’obtenir un majorant de la perte (loss en anglais) :
l, = Vr, — VU, = Vs — Vg, = dj + 5.
Le cceur de la preuve, détaillée dans (Lesner et Scherrer, 2015), consiste a dériver les relations

de récurrence suivantes, qui généralisent celles du lemme (4.2) page 55 au cas £ > 1.
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Lemme 5.9. Pour tout k > 1, on a les inégalités vectorielles suivantes :

b < Tyt (Trye)"bp—1 + (I =T p)er)
m—1 '

d, = Y Pr.dp—1 = YPrer-1+ Y (o) 'br1,
i=0

oo
se=Tee)™ > (The) b1,
Jj=0

L’exploitation de ces inégalités pour obtenir le résultat du théoreme est alors analogue (bien
que légerement plus compliquée) & ce qui est fait pour AMPI.

5.3 Optimalité de la constante W pour les politiques non-
stationnaires /-périodiques

Le théoreme 5.8 est le résultat le plus général concernant les garanties de performance si
on utilise un algorithme de programmation dynamique pour calculer une politique stationnaire
(¢ =1) ounon (¢ > 1), avec un degré d’interpolation quelconque entre AVI (m = 0) et API
(m = 00). La (derniére) question naturelle, a laquelle nous avons répondu affirmativement avec
Boris Lesner, est celle de 'optimalité de cette borne.

Théoréme 5.10. [l existe une instance de MDP, une fonction valeur initiale vg, un ensemble
initial de politiques mo, m_1,...,T_p12 et une séquence de termes d’erreur (ep)k>1 satisfaisant
llex]loo < €, tels que pour tout nombre d’itérations k, la borne du théoréme 5.8 est satisfaite avec
égalité.

Ce théoreme étend les résultats décrits dans la premiere section de ce chapitre, qui rappelons-
le portaient sur API (m = oo, £ = 1) et AVI (m =0, £ =1). A notre connaissance, ce résultat
était nouveau méme dans le cas ’AMPI (¢ = 1 et m arbitraire).

0 —2ve  —2(y+~%)e

FIGURE 5.2 — Le MDP déterministe pour lequel la borne du théoreme 5.8 est optimale pour
tout m et /.

La preuve de ce résultat repose sur la famille (indexée par ¢) de MDPs déterministes illustrés
a la figure 5.2 et décrits ci-apres, et qui généralise au cas £ > 1 'instance décrite a la figure 5.1
page 69.

Exemple 5.11. On considére un MDP avec un nombre infini d’états 1,2,.... L’état 1 est
absorbant et a une récompense nulle. Pour tout état i > 1, il y a deux actions possibles : gauche
(«) et droite (—); la fonction récompense et les transitions sont caractérisées comme suit :

r(i, <) = 0, r(i,—) = —21 "7 ¢
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P(ili+1,+) = 1, Pli+0—1]i,—) =1,

ainsi que r(1) = 0 et P(1|1) = 1 pour l’état 1. Par souci de clarté, on utilisera la notation r;
pour la récompense non nulle r(i,—) obtenue quand on choisit l’action — en [’état i.

Comme les récompenses non nulles sont strictement négatives, il est clair que l'unique po-
litique optimale consiste a toujours choisir l'action < qui permet de passer de l’état i a l’état
1 — 1 jusqu’a U’état absorbant 1, et ainsi que la valeur optimale v, vaut O en tout état.

On considere ici qu’on initialise NSMPI(m,¢) avec vg = v, = 0. Nous supposons que
la séquence d’erreurs (e) est la méme que celle décrite dans le précédent exemple. Nous la
reprécisons par souci de clarté : pour tout k > 0,

—e sit=k,
ex(i)=¢ € sii=k+1,
0 sinon.

Nous ne donnerons cette fois-ci pas de preuve détaillée car elle est fastidieuse. Nous renvoyons
le lecteur a (Lesner et Scherrer, 2015) pour plus de détails. En bref, pour toute valeur des
parametres m et £, pour tout itération k et tout état 7, nous avons dérivé une expression exacte
de la valeur vg (7). Ceci permet de prouver que la séquence des politiques 71, s, . .., T générées
par lalgorithme jusqu’a l'itération k est telle que pour tout ¢ < k, la politique 7; choisit ’action
optimale < dans tous les états sauf I’état ¢, dans lequel elle choisit —. Ainsi, 'exécution de
la politique non-stationnaire 7, a partir de I’état k& induit la dynamique suivante : a cause
de 7 on choisit 'action —, ce qui amene le systeme en 1'état k + ¢ — 1 avec une récompense
ri ; ensuite, les politiques 7g_1, Tx—2, ..., Tr_¢+1 font choisir Paction < ¢ — 1 fois consécutives
avec une récompense 0. Ainsi, apres £ pas, le systeme se retrouve de nouveau dans 1’état k, et
par la périodicité de la politique, on rechoisit ’action — et £ — 1 fois I'action <— indéfiniment.
Le systeme est donc bloqué dans une boucle de période ¢, dans laquelle une récompense 7}, est
recue toutes les £ pas. Par conséquent, la valeur de cette politique non-stationnaire en I'état k
est :

v (k) _ i’yﬁrk _ Tk _ _ 2(7 - ’Vk)
Tt — 1—of 1=y -9
On a alors la relation suivante
2(v =)
— > k)| =
HU* vﬂ'k,eHoo - ’vﬂ'k,é( )‘ (1 _ 7)(1 _ 'YZ)E

qui correspond ezactement a la borne du théoreme 5.8 (dans la mesure o vg = v, = 0).

5.4 Bilan et perspectives

Nous avons rappelé au début de ce chapitre les garanties de performance standard lorsqu’on
calcule une politique stationnaire & I’aide d’une version approchée d’AVI et d’API (théoreme 5.1).
Apres avoir argumenté que cette borne était optimale, nous avons décrit quatre algorithmes—
un de type AVI, deux de type API, et un dernier de type AMPI (qui interpole entre AVI
et API)—qui construisent des politiques non-stationnaires aves des garanties de performance
améliorées (’amélioration pouvant atteindre un facteur multiplicatif ﬁ) Les meilleures per-
formances asymptotiques sont obtenues lorsque ces algorithmes considerent des politiques non-
stationnaires dont la période s’approche de 'infini, ce qui peut constituer une limitation car la
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mémoire requise est alors infinie. Cependant, pour trois des quatre algorithmes, un parametre
(¢) permet de faire un compromis—usuel en informatique—entre la qualité d’approximation

%e et la quantité de mémoire O(¢) requise. En pratique, il est facile de voir qu’il suffit

de choisir ¢ = {ﬁ-‘ , C'est-a-dire une mémoire linéaire en 1'horizon effectif du probléme (et donc
aussi en sa difficulté) pour obtenir une garantie de performance de ? (176721’;(17”6 < 3'1176?;76.
Comme il est connu que parmi les politiques optimales, il en existe au moins une qui est
stationnaire, les résultats que nous avons présentés dans ce chapitre consistant a considérer des
politiques non-stationnaires peuvent a premiere vue paraitre surprenants. Il existe, cependant,
un schéma d’approximation relativement simple pour les problemes a horizon infini actualisés—
qui n’a a notre connaissance pas été documenté dans la littérature—ou 'apparition de politiques
non-stationnaires peut sembler beaucoup plus naturelle, et donner un éclairage sur nos contri-
butions. Etant donné un probleme a horizon infini, considérons ’approximation qui consiste a
tout d’abord le transformer en un probléme a horizon fini en “stoppant” le systéeme apres un
instant 7" (de maniere équivalente, cela revient a supposer que les récompenses sont nulles apres
T). Contrairement au probléme originel (& horizon infini), cette approximation & horizon fini
n’est plus un probleme stationnaire, et sa solution doit étre cherchée dans I’espace des politiques
non-stationnaires & horizon T, et est naturellement calculée de maniéere rétrograde par program-
mation dynamique (approchée). On peut alors montrer (Kakade, 2002, en adaptant ’analyse
de sensibilité pour les problémes & horizon fini du théoréme 2.5.1) qu’un schéma AVI avec une

AT )
erreur € a chaque étape jouira d’une performance de garantie de 2 Z;TF:_Ol e = 2(%?/)6. Si on
ajoute l'erreur due au fait de tronquer ’horizon apres l'instant T ('VT%?), on obtient une

erreur globale en O (ﬁe) des que T est de l'ordre O (ﬁ) Bien que ce schéma d’approxima-

tion puisse requérir en général une mémoire importante (notamment quand ~y est proche de 1),
il jouit de garanties aussi bonnes que les meilleures que nous avons décrites dans ce chapitre.
Vis-a-vis de ce schéma, les algorithmes que nous avons détaillés ont pour intérét principal de
permettre un controle explicite de la mémoire.

Une autre interprétation, un tout petit peu plus fine, est la suivante. On peut se rendre
compte que NSVI, NSPI(¢) et leur généralisation NSMPI(m, ¢) sont des algorithmes naturels
pour résoudre des MDPs /-périodiques. Nos résultats montrent que la sensibilité au bruit est
d’autant plus faible que la période ¢ est grande. Ainsi, quand nous proposons d’appliquer ces
algorithmes a un probleme stationnaire, il s’agit de considérer ce probléeme comme un probléeme
¢-périodique (ceci se fait sans aucune approximation), et de lui appliquer une méthode adaptée.

Parmi toutes les contributions exposées dans ce manuscrit, celles dans ce chapitre sont celles
qui sont probablement les plus abouties : non seulement avons-nous généralisé les garanties de
la sensibilité aux erreurs au schéma algorithmique tres général NSMPI(¢, m), mais des instances
de MDPs nous ont permis de montrer que ces garanties ne peuvent pas étre améliorées dans
le cas général. Autrement dit, nous avons in fine une caractérisation fine et complete de la
sensibilité au bruit de cette grande famille d’algorithmes de programmation dynamique.

Plusieurs perspectives naturelles sont néanmoins a considérer. Tout d’abord, I’analyse décrite
dans ce chapitre s’est limitée a I’hypothese simplificatrice d’un contréle de ’erreur en norme
infinie. Adapter notre analyse & ’hypothese plus raisonnable d’une erreur controlée par exemple
en norme fo & poids est immédiat via le lemme technique 4.6 page 4.6. Dans le prochain cha-
pitre, nous développerons un peu plus précisément l’analyse de I’algorithme NSMPI(¢, m) sous
I’hypothese d’un controle de I'erreur en norme [; a poids.

D’un point de vue un peu plus concret, une piste intéressante serait d’instancier des implémen-
tations précises de NSMPI(4, m) pour étudier l'intérét pratique de l'utilisation de politiques

2. Avec ce choix de £, on a £ > et ainsi %v‘ < 72,1 < 3.164.

1
log 1/~ 1 1
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non-stationnaires. Si un certain nombre d’expériences “jouet” dans (Lesner et Scherrer, 2015;
Tagorti, 2015) et dans le chapitre suivant montrent une amélioration empirique conséquente,
une étude un peu plus approfondie sur des problemes de plus grande taille reste a faire.

Finalement, comme perspective un peu plus ouverte (et donc aussi intéressante), le présent
chapitre aura montré comment la formulation du probléme & horizon fini pouvait venir au
secours de celle a horizon infini. Dans 'optique d’approfondir les propriétés particulieres et
respectives de ces deux formulations, une question qui me semble intéressante est de voir dans
quelle mesure un certain nombre de résultats obtenus a horizon infini pourraient suggérer de
nouvelles idées pour les problemes & horizon fini. Par exemple, lorsque ’horizon est grand (mais
fini), vouloir garder le controle de la taille mémoire du controleur peut étre utile en pratique;
comprendre les enjeux précis d’approcher une politique de long horizon par une politique sta-
tionnaire (ou périodique) est une direction qui me semble intéressante.
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Chapitre 6

Sur quelques schémas
d’approximation de type Itérations
sur les Politiques

Dans le chapitre 4 nous avons dérivé des garanties d’erreur détaillées pour des algorithmes de
programmation dynamique approchée. D’une maniere générale, pour un algorithme commettant
une erreur e controlée en norme ¢, a poids, nous avons montré que nous pouvons obtenir des

garanties de la forme :

27C k
[0 = v, || = +0(v"),
(=)

ou C' est une constante dite de concentrabilité qui dépend d’un certain nombre de propriétés de
mélange du MDP. Dans le chapitre 5, nous avons montré comment améliorer la dépendance de
cette borne en fonction du facteur d’actualisation v en utlisant des politiques non-stationnaires.

. . . ) .
Dans ce chapitre, nous poursuivons ce “travail sur la constante (11%2 ” dans des garanties comme

celles ci-dessus, en décrivant une étude comparative d’'un certain nombre de schémas algorith-
miques, et en portant cette fois-ci une attention particuliere a ce qui est caché dans la constante
de concentrabilité C. Plus précisément, nous considérons plusieurs schémas approximatifs de
type PI. Ces schémas peuvent étre vus comme implémentant une approximation de I’opérateur
gourmand, G., qui prend en parameétres une distribution v et une fonction v : § — R, et ren-
voie une politique 7 qui est (€, v)-approximativement gourmande par rapport & v dans le sens
suivant :

v(Tv —Trv) = v(maxTpv — Trv) < e (6.1)

s

ou pour tout x, v est égal & Es,[z(s)]. En pratique, cette approximation peut étre effectuée via
une régression ¢o de la fonction de valeur états/actions ()—une régression directe est suggérée
pour Conservative Policy Iteration (CPI) dans (Kakade et Langford, 2002; Kakade, 2003), une
approche LSTD(0) de type point fixe projeté est utilisée pour Least Squares Policy Iteration
(LSPI) (Lagoudakis et Parr, 2003b)—ou via un probleme de classification (a cout sensitif)
(Lagoudakis et Parr, 2003a; Lazaric et al., 2010)—c’est notamment le cas pour 'algorithme DPI
(CBMPI avec m = oo) décrit au chapitre 4. Avec cet opérateur, nous allons décrire plusieurs
schémas de type PI dans la section 6.1. Ensuite, la section 6.2 présente une analyse détaillée
et comparée de leur garanties de performance, de leur complexité en temps et en mémoire.
La section 6.3 présente ensuite des simulations numériques qui illustrent leur comportement
et confirme notre analyse. Ce travail a donné lieu a un article (Scherrer, 2014), dans lequel
le lecteur intéressé pourra trouver des compléments (preuves et simulations numériques non
reproduites ici).
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6.1 Algorithmes

Itérations sur les politiques approché (API). Nous commencons par décrire le schéma
le plus standard, API (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996). A chaque itération k, l’algorithme passe a
la politique qui est approximativement gourmande par rapport a la valeur vy, de la politique
courante 7 pour une distribution v donnée :

7Tk+1 % g6k+1(ya Uﬂk)- (62)

S’il n’y a pas d’erreur (e = 0) et si v met un poids positif en chaque état, il est facile de voir que
cet algorithme génere la méme séquence de politiques que la version exacte de PI, car d’apres
Péquation (6.1), les politiques sont exactement gourmandes.

Itérations sur les politiques conservatif (CPI/CPI(a)/API(«)). Nous passons main-
tenant & la description d’itérations sur les politiques conservatif (CPI) proposé par Kakade
et Langford (2002). A litération k, CPI, décrit par I’équation (6.3), utilise la distribution
drpw = (1 — y)v(I — Py, )"'—la mesure d’occupation cumulée actualisée induite par mj en
partant de v—pour appeler I'opérateur gourmand approché, et un pas d’apprentissage oy pour
générer un mélange stochastique de toutes les politiques qui ont été retournées par I’opérateur
gourmand approché, ce qui explique I'adjectif “conservatif” :

Tk+1 — (1 - ak—‘rl)ﬂ-k + ak+1g5k+1(d7rk,uu /U7Tk)‘ (63)

Le pas d’apprentissage a1 peut étre choisi de sorte que chaque itération induise une amélio-
ration de l'espérance de la valeur de la politique sachant que le processus est initialisé selon v
(Kakade et Langford, 2002). L’article original décrit également un critere d’arrét. Si I'utilisation
d’un pas d’apprentissage adaptatif et de cette condition d’arrét est intéressante pour dériver
une analyse élégante de performance (voir (Kakade et Langford, 2002) et la prochaine section),
elle est en général tres conservatrice. En pratique, le pas d’apprentissage oy doit étre choisi par
un mécanisme de recherche linéaire, ou fixé a une petite valeur a. Nous ferons référence a ce
dernier cas de CPI en écrivant CPI(«).

I1 est naturel de considérer également 1’algorithme API(«) (évoqué par Lagoudakis et Parr
(2003a)), qui est une variation d’API qui est conservative comme CPI(a) dans le sens ou elle
mélange la nouvelle politique avec les précédentes avec les poids a et 1 — «, mais qui utilise
directement la distribution v pour l'appel a 'opérateur approximativement gourmand :

g1 < (1 — ) + aGe, ., (V,0n,) (6.4)

Parce qu’il utilise v au lieu de dy, ,,, API(a) est plus simple & implémenter que CPI(«) .

“Policy Search by Dynamic Programming” pour des problemes a horizon infini
(PSDP,,). Nous allons a présent décrire un algorithme d’un type similaire & APT—dans le
sens ou a chaque étape, il passe a une nouvelle politique déterministe—mais qui est conservatif
comme CPI—dans le sens ou les politiques considérées évoluent de plus en plus doucement. Cet
algorithme est une variation naturelle de I'algorithme “Policy Search by Dynamic Programming”

1. En pratique, controler I’étape approximativement gourmande par rapport & dr,,. requiert de générer des
échantillons selon cette distribution. Comme expliqué par Kakade et Langford (2002), un échantillon pour cette
distribution peut étre obtenu en simulant une trajectoire partant d’une distribution v et suivant la politique 7,
et en s’arrétant a chaque étape avec une probabilité 1 — . En particulier, la génération d’un échantillon pour
dr, v Tequiert en moyenne ﬁ échantillons du MDP sous-jacent. De ce point de vue, API(«) est beaucoup plus
léger.
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(PSDP) de Bagnell et al. (2003)—originellement proposé dans le cadre des problemes & horizion
fini—au cas de ’horion infini; nous y ferons donc référence via 'appellation PSDP,,. A notre
connaissance cependant, cette variation (pour un probléme & horizon infini) n’avait jamais été
décrite dans la littérature.

L’algorithme est fondé sur I'utilisation de politiques non-stationnaires a horizon fini. Etant
donnée une séquence de politiques déterministes stationnaires (my) que lalgorithme va pro-
gressivement générer, nous noterons op = mpTE_1...71 la politique non-stationnaire a ho-
rizon k qui effectue la premiere action selon 7, la deuxieme selon m;_1, etc. Sa valeur est
Vo, = T, Tr, - .. T, r. Nous noterons & la politique non-stationnaire “vide”. Remarquons que
vy = r et que n’importe quelle politique a horizon infini qui commence par o = TETp_1 ... 71,
ce que nous noterons (abusivement) “o...” a une valeur vy, . > vy — ’Ykaax- En partant de
oo = , lalgorithme construit implicitement une séquence de politiques non-stationnaires (o)
en concaténant de maniere itérative les politiques retournées par I'opérateur approximativement
gourmand :

7Tk+]_ — g€k+1 (V7 Uak)- (65)

Tandis que l’algorithme originel PSDP de Bagnell et al. (2003) considére un horizon fini 7" et
effectue T itérations, I’algorithme que nous considérons ici a un nombre indéfini d’itérations.
L’algorithme peut étre arrété a n’importe quelle itération k. L’analyse que nous allons bientot
décrire suggere de retourner n’importe quelle politique qui commence par la politique non-
stationnaire 0. Vu que oy est une politique & horizon fini qui est approximativement optimale
(pour I’horizon fini), et que nous considérons le cas d’un probléme & horizon infini, il est naturel
de considérer en pratique comme résultat la politique qui boucle indéfiniment sur o, ce que
nous noterons (0%)> (dans le chapitre précédent, nous notions cet objet my ).

D’un point de vue pratique, PSDP,, et CPI requiérent de stocker toutes les politiques
(déterministes stationnaires) générées depuis le début. La complexité en mémoire est donc
proportionnelle au nombre d’itérations, ce qui peut s’avérer problématique. Le but du prochain
paragraphe, qui présente le dernier algorithme étudié dans cet article, est de proposer une
solution a ce probleme potentiel de mémoire.

Itérations sur les politiques non-stationnaires (NSPI(¢)). Nous avons originellement
congu le schéma algorithmique de ’équation (6.5) (PSDP.) comme une simplification de
NSPI(N) présenté au précédent chapitre et introduit dans Scherrer et Lesner (2012)2. Par
rapport a Iéquation (6.5), la seule différence de NSPI(N) réside dans le fait que ’étape ap-
proximativement gourmande est faite par rapport a la valeur v(4, )~ de la politique qui répete
indéfiniment oy, (formellement I'algorithme fait w11 < Ge, ., (v, V(5 ))) au lieu de la valeur vy,
des k premiers pas. Suivant Iintuition que lorsque k est grand, ces deux valeurs doivent étre
proches, nous avons considéré 1’algorithme PSDP, car il est plus simple.

NSPI(N) souffre du méme probléme potentiel de mémoire que CPI et PSDP,. De maniére
intéressante, le chapitre qui précede (initialement, Scherrer et Lesner (2012)) décrit un autre
algorithme, NSPI(¢), qui prend en entrée un parametre qui controle directement le nombre de
politiques stockées en mémoire.

De maniére similaire & PSDP,, NSPI(¢) est fondé sur I'utilisation de politiques non-station-
naires. Il prend en entrée un parametre £. Il requiert un ensemble de ¢ politiques déterministes

stationnaires my_1,mp_9,...,To et génere itérativement de nouvelles politiques 71, w9, . ... Pour
tout £ > 0, nous noterons O']l; la politique non-stationnaire a horizon fini £ qui exécute dans [’ordre
inverse les ¢ dernieres politiques, ce que nous écrirons formellement : aﬁ =Tk Th—1 -+ Thet+1-

2. Nous avons pris conscience ultérieurement qu’il s’agissait d’une variation naturelle de PSDP. Pour “rendre
a César ce qui est & César”, nous avons gardé PSDP comme référence principale et donné le nom PSDP .
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De plus, nous noterons (ai)"o la politique & horizon fini, non-stationnaire avec période ¢, qui
boucle indéfiniment sur ai (dans le chapitre précédent, nous avons utilisé la notation piy ).
Partant de aé = momy ... T_1, 'algorithme itere de la fagon suivante :

ﬂ-k’Jrl F gek+1 (V7 v(o—ﬁ)oo)- (6-6)

Chaque itération requiert de calculer une politique 711 qui est approximativement gourmande
par rapport a la valeur U(otyoo de (g’l;)oo7 qui est le point fixe de Popérateur composé? :

T v

k—1""""Tk—¢4+1""

V’U, Tk,gv = TT('kTT(

Lorsqu’on passe de l'itération k a l'itération k + 1, le processus consiste a ajouter la politique
mr+1 au début de la politique mpmg_1 ... Tg_pyo a horizon ¢ — 1, formant ainsi une nouvelle
politique Ji 41 @ horizon £. Ce faisant, 'algorithme oublie la politique la plus ancienne 7x_¢11
de ai et garde une mémoire constante de taille £. A n’importe quelle itération, ’algorithme peut
étre stoppé, et on retourne la politique 7, o = (aﬁ)oo a horizon infini qui répete indéfiniment ai.
Comme nous 'avons déja mentionné au chapitre précédent, il est facile de voir que NSPI(/) est
identique a API lorsque £ = 1. De maniere plus intéressante, si on ajoute des actions spéciales
“stop” en chaque état qui mene dans un état terminal avec une récompense strictement plus
petite que —Ruax, €t si on initialise avec une séquence infinie de politique qui ne prennent que
cette action “stop”, alors NSPI({) avec £ = oo est équivalent & PSDP .

6.2 Analyse

Pour tous les algorithmes considérés, nous allons décrire des bornes sur la perte

Es~u[vm (5) = vr(s)] = p(va, — vr)

liée au fait d’exécuter la politique 7 (potentiellement stochastique ou non-stationnaire) renvoyée
par les algorithmes au lieu de la politique optimale 7, a partir d’'une distribution u, en fonction
d’une borne uniforme € sur les erreurs (ex). Afin de dériver ces garanties, nous aurons besoin
d’introduire plusieurs constantes de concentrabilité, qui mesurent ’adéquation de la distribution
1 avec laquelle on mesure la perte, et la distribution v utilisée par les algorithmes.

Définition 6.1. Soient c(1),c(2),... les plus petits coefficients dans [1,00) U {0} tels que pour
tout i et tout ensemble de politiques déterministes stationnaires wi,ma, ..., T, pPr Pry ... Pr, <
c(i)v. Pour tout £, k, Nous définissons les constantes suivantes de [1,00) U {oo} -

CM = (1=7) > yleli + k),
=0

OB = (1=)(1 =79 Y D A Heli+ jl+ k).
i—0 j—=0

De maniére similaire, soient cx,(1),cr,(2),... les plus petits coefficients dans [1,00) U {oo} tels
que pour tout i, p(Pr,)" < cx, (i)v. Nous définissons la constante de [1,00) U {oo} :

o0

CM = (1-9)> ven (i)

=0

3. En pratique, implémenter cet algorithme peut trivialement étre fait via la classification a cott sensitif d’une
maniére similaire & celle suggérée dans Lazaric et al. (2010). Cela peut également étre fait via une extension
immédiate de LSTD au cas non-stationnaire.
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Finalement, soit Cr, le plus petite constante de [1,00) U {oo} telle que
d”*:# = (1 - V)M(I - ’YPW*)_l < CW*V-

Avec ces notations, notre premiere contribution consiste a fournir une comparaison appro-
fondie de tous les algorithmes. Ceci est fait Table 6.1. Pour chaque algorithme, nous décrivons
une ou plusieurs bornes de performance, le nombre d’itérations et la mémoire requis corres-
pondants. Pour garder une présentation claire, nous montrons seulement la dépendance de ces
quantités en fonction des coefficients de concentration, du facteur d’actualisation -, de la qualité
e de Popérateur gourmand approché, et—Ile cas échéant—du parametre principal («a, ¢) des algo-
rithmes. Pour API(«), CPI(«r), CPI et PSDP, la mémoire requise égale le nombre d’itérations.
La derniere colonne contient des références pour les bornes existantes dans la littérature. Toutes
les bornes (sauf deux) sont des contributions originales.

Preuves des bornes de performance de la Table 6.1.
PSDP :

Pour tout &, nous avons

Ur, — Vgy, = TTF*UW* - Tﬂ*vak,l + Tﬂ”*vak,l - Tﬂkvak,l

< VP, (vr — Uo'kfl) + e

*

ou nous avons défini e, = max, Ty, | — Tr vy, - Comme Pr est positive, nous déduisons
par induction :

N
—_

« — Uoy, < (VPW* )iek—z’ + ’kamax‘

U

I
o

En multipliant des deux c6tés par u, utilisant la définition des coefficients c,, et le fait que
vje; < € < €, nous obtenons :

T
L

p(vr, — UUk) < /i(’YPm)iek—i + 'kamax (6.7)

I
I
= O

'Yicw* (i)ek—i + ’kamax

IA
> I

-1

(Z Yo, (z)) € + Y Vinax.

=0

IA

La borne en fonction de C’T(i) est obtenue en utilisant le fait que vy, > vy, — ’Ykaax et en
QWIlaX

prenant k > Pogli-‘ Repartant de I'équation (6.7) et utilisant la définition de C;, (en

particulier le fait que pour tout i, p(yPy, )" < ﬁdﬁ,u < fj;y) et le fait que ve; < ¢;, nous
obtenons :

k—1

(v, — UUk:) < (v Pr,) ex—i + 'kamax
i=0
k
Cr.,
< u Z € + ’kamax
=7
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et la deuxieme borne est obtenue en utilisant le fait que vy,... > v, — ’Vkaax, Zle € < ke, et

log 2Vmax -‘

en considérant le nombre d’itérations k = [ = 7

API/NSPI(/) :

API est identique a NSPI(1), et ses bornes sont des cas particuliers des deux premieres bornes
de NSPI(¢), donc nous considérons seulement NSPI(¢). En suivant la technique de preuve du
théoreme 5.6 page 74, notant I'yp = (vPr, ) (VPr,_,) -+ (VPr_psy) €t €rp1 = maxy TV, —
T 1 Vmy» OD Peut montrer que :

k‘

-1
— Uy Z '7P7T I Fk zf) 1€k—i + 'kamax-

s
O

En multipliant les deux c6tés par p (et observant que ey > 0) et le fait que ve; < €; < ¢, nous
obtenons

k—1
H(Uﬂ* - Uﬂk) < H ’7P7r* I Fk zﬂ) lek—i + ’Ykaax (68)

=0
k—1 )

<> (Z Y i+ j0er—i | + 7" Vinax (6.9)
=0 \j=0
k—1 oo

< Z Y FIE (i 4 §0)€ + 7 Vinax, (6.10)
=0 57=0

log 2Vmax

ce qui prouve la premiere borne en prenant k > {17-‘ Repartant de I’équation (6.9) et

faisant ’hypothese (pour simplifier I’écriture) que e_j = 0 pour tout k£ > 0, nous obtenons

(klﬁloo

M(Uw* - Ufrk) - Vinax < Z zzfyh—i_(“—])é h + (l + j)g)ek h—1¢
=0

=0 j5=0
[+

~
|

1

o
= Z Z 7h+jzc(h + jl) max €
=0 h=0 j=I k—(I4+1)0+1<p<k-1Ul
I’%“ f—1 oo
= Z Z Y e(h + je) max €
1=0 h=0j=0 k—(I+1)e+1<p<k—1t
crE L
- ot h+jt max €
h—OJZ:O7 ot ; =) 1<p<h—tt "

< (S0 [54] o

max

. N lo
ce qui prouve la deuxieme borne en prenant k = [glw

. Finalement, repartant de I’équation (6.8),

et utilisant le fait que (I —Tg_;¢) ™' =T+ Ty_;s(I — Tx—; )", on peut voir que

k—1 k—1
v, = vm) =V Vinax < D n(vPr) er—i + Y w(yPr) Thoie(I = Thin) ' eni.
=0 1=0
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FIGURE 6.1 — Hiérarchie des constantes de concentrabilité

Le premier terme de la partie droite de I'inégalité peut étre borné exactement comme dans le
cas de PSDP .. Pour le deuxiéme terme, nous avons

N
—

k—1 oo
1(YPr ) Thio(I — Thie) epi < Z Z ite(i+ jl)eg—g
:0 =1

s
Il
=)

oo
= EZZ He(i+ (G + Dl)en—i,

=0 j=0

et on suit la méme démarche que précédemment (de l’équation (6.9) aux équations (6.10)
t (6.11)) pour conclure.

CPI, CPI(a), API(«) :

Les pas conservatifs peuvent étre analysés via une généralisation fastidieuse de I'analyse d’API

par Munos (2003). Nous renvoyons le lecteur a (Scherrer, 2014, Appendice C) pour les détails.
O

Notre deuxieme contribution, qui compléte notre liste comparative de bornes, est que nous
pouvons montrer qu’il existe une hiérarchie parmi les constantes qui apparaissent dans les bornes
de la Table 6.1. Dans le graphe dirigé de la figure 6.1, une constante B est une descendante
de A si et seulement si 'implication {B < co = A < oo} est vraie?. L’équivalence “si et
seulement si” est ici importante : elle signifie que si A est un parent de B, et B n’est pas un
parent de A, alors il existe un MDP pour lequel A est finie tandis que B est infinie ; en d’autres
termes, une garantie exprimée en fonction de la constante A peut étre arbitrairement meilleure
qu'une garantie exprimée en fonction de B. Ainsi, la meilleure constante de concentrabilité est
Cy., tandis que les pires sont C(>10) et C(240) Pour finir de compléter notre étude, ajoutons
que pour tout MDP et toute distribution u, il est possible de trouver une distribution v pour
Palgorithme (on rappelle que les coefficients de concentration dépendent de v et u) tel que Cr,
est fini, alors que ce n’est pas le cas pour CS) (et par voie de conséquence pour toutes les
autres constantes). Autrement dit, seuls les algorithmes possédant une borne d’erreur exprimée
en fonction de la constante C, peuvent étre assurés (si le parametre v est bien choisi!) d’avoir
une garantie de performance informative.

Preuves des relations d’ordre entre les constantes de concentrabilité (Figure 6.1).
Cr, = O

*

4. Les fleches en ligne pointillée sont utilisées pour souligner le fait que la comparaison des coefficients est
restreinte au cas ou le parametre ¢ est fini.
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i) Nous avons C,, < C,(rl) uisque :
(1) . . puisq
ey = (L= )l = yPr,) " = Zvu ) < (1= nycm v=CWy

et le fait que C;, est la plus petite constante vérifiant cette inégalité. (ii) Nous pouvons avoir

Cr, < 0 et C7(r1) = oo en considérant un MDP sur N ou 7, induit une transition déterministe
de I’état ¢ vers I'état i + 1.

C'%) — 010 ;
(i) Nous avons C’T(ri) < C19) parce que pour tout 7, ¢, (i) < ¢(i). (ii) Il est facile d’obtenir
C%) < 00 et C10) = 50 en utilisant deux politiques distinctes.

C(1.0) —>C(”0) ot CLO _y o240 .

(i) c1H <3 0(2“) est vrai car
C(l 0) o0 oo oo 1
cli +0) < (i 4 (j+ 1)) = 2D,
; <220 ===

(ii) On peut avoir C19) < oo et C24H0) = oo lorsque c(i) = @(ig—lwi), car le terme générique

de C) est ©() (la série converge) tandis que celui de C249 est O(1) (la série diverge). Le
raisonnement est similaire pour ’autre relation.

Nous faisons ici ’hypothese que ¢ < oo. (i) Nous avons ch) < ﬁC(l’D) et C(240 < ﬁc(l&ﬂ)_
(ii) 11 suffit d’avoir ¢(j) = oo pour un j < ¢ pour avoir C2L0) — oo tandis que CZ4D < o0, ou
pour avoir C(10) = oo tandis que O < oco.

']
(i) Nous avons clairement C'(240) < %0(2’1’0). (ii) C340) peut étre réécrit comme suit :

ceO = (1-9)(1 —Wi (1 ! M) 7o

=0

Alors, en utilisant le fait que 1 + L%J > max( , %), nous avons

1_ (0.)
127 e Zmax( ;)

1—7

N\@

A%
M!—'O
\2@

n'
N\N

i1
> Z'y T z;n “Lie(i
) -1
= Z’y c(i 76 (C(z’l’o) ny%(@))
=0
/-1
l 1 ,
_ (2,1,0) i
(+1 +€+1;W(Z)
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FIGURE 6.2 — Statistiques pour toutes les instances. Les MDPs (M;)i1<;<30 sont i.i.d.
et ont la méme distribution que M;. Conditionnellement & un MDP M; et un algorithme,
les mesures d’erreur pour toutes les itérations k sont i.i.d. et ont la méme distribution que
Ly j. La ligne centrale des courbes d’apprentissage donne un estimé empirique de la moyenne
globale(E[L1 x])x. Les trois régions grisées (du plus foncé au plus clair) sont respectivement des
estimés de la variabilité (sur les MDPs) (E[Std[L; x|M:]])r de I'erreur moyenne, la moyenne
(sur les MDPs) (E[Std[L; x| M;1]])x de la déviation standard de 'erreur, et la variabilité (sur les
MDPs) (Std[Std[L1 x| M1]])x de la déviation standard de l'erreur. Pour facilier les comparaisons,
toutes les courbes sont affichés avec les méme axes x et y

Ainsi, quand ¢ est fini, C(240) < 00 = 210 « o0,
O
L’algorithme standard API jouit de garanties exprimées en fonction de C'210) et ¢'(1.0)
seulement. Comme CPI a une borne de performance en fonction de C,, il a une garantie de
performance qui peut étre arbitrairement meilleure que celle d’API, tandis que le contraire n’est
pas vrai. Ceci, cependant, se fait au prix d’une augmentation exponentielle de la complexité
en temps, car CPI requiert un nombre d’itération de I'ordre de O(E%), tandis que la garantie
d’API est obtenue apres seulement O (1og%) itérations. Quand l’analyse de CPI est relaxée

de sorte & exprimer la borne de performance en fonction de la (moins bonne) constante C'(10)

(utilisée aussi pour API), nous pouvons légérement améliorer la vitesse—O (%)—7 bien qu’elle
soit toujours exponentiellement moins bonne que celle d’API. Ce résultat est prouvé a I’aide
d’une technique qui a aussi été utilisée pour CPI(«) et API(«). Nous conjecturons que la borne
pour CPI(«) peut étre améliorée, et notamment qu’elle doit étre aussi bonne que celle de CPI
des lors que le coefficient d’apprentissage « est suffisamment petit.

PSDP jouit de deux garanties, et a une vitesse de convergence rapide comme celle d’API.
Une borne a une meilleure dépendance par rapport a ﬁ, mais est exprimée en fonction de la
constante moins bonne CST?. La seconde garantie est presque aussi bonne que celle de CPI dans
la mesure ou elle contient seulement un terme log% en plus, mais a la propriété sympathique
d’étre garantie rapidement par rapport a € : en un temps O(log %) au lieu de 0(6%), c’est-a-dire
exponentiellement plus vite. Ainsi, PSDP,, est un algorithme qui est en théorie meilleur que
CPI (aussi bon mais plus rapide) et API (aussi rapide mais meilleur).
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Maintenant, d’'un point de vue pratique, PSDP et CPI doivent stocker toutes les politiques
générées depuis le début. La mémoire requise par ces algorithmes est ainsi proportionnelle au
nombre d’itérations. Méme si PSDP, a besoin d’un nombre d’itérations bien moindre que CPI,
le besoin de mémoire correspondant peut étre problématique lorsque € est petit ou y est proche
de 1. Nous avons expliqué que NSPI() peut étre vu comme généralisant API et PSDP,. Comme
(i) les deux ont une bonne complexité en temps, (ii) API a la meilleure complexité en mémoire,
et (iii) PSDP4 a la meilleure garantie de performance, NSPI(¢) est un bon candidat pour faire
un compromis entre la garantie et la mémoire. Si, dans la Table 6.1, les deux premieres bornes
pour cet algorithme étendent celle d’API, les deux suivantes sont composées de deux termes :
les termes de gauche sont identiques a ceux obtenus pour PSDP,, tandis que les termes de
droite, nouveaux, sont controlés par v, qui peut étre rendu arbitrairement petit en augmentant
le parametre de mémoire £. Notre analyse confirme ainsi 'intuition que NSPI(¢) permet de faire
un compromis performance/mémoire entre API (plus petite mémoire) et PSDP., (meilleure
performance). En d’autres termes, des lors que la mémoire devient une contrainte, NSPI(¢)
constitue 'alternative naturelle & PSDP .

6.3 Simulations numériques

Dans cette section, nous présentons des simulations numériques pour illustrer le compor-
tement empirique des différents algorithmes considérés dans le chapitre. Nous considérons le
schéma standard API comme référence. CPI, tel qu’il est décrit dans Kakade et Langford (2002),
est tres lent (sur une expérience impliquant un probléeme avec 100 états, il a progressé tres len-
tement et a mis plusieurs millions d’itérations pour s’arréter) et nous ne 'avons pas évalué dans
sa forme originelle. A la place, nous avons considéré deux variations : CPI4+ qui est identique
a CPI sauf qu’il choisit un pas d’apprentissage a4 a chaque itération en faisant une recherche
linéaire dans la direction de la politique fournie par 'opérateur gourmand approché?, et CPI()
avec a = 0.1, qui effectue des pas “relativement petits mais pas trop” a chaque itération. Afin
d’évaluer I'utilité pour CPI d’utiliser la distribution d, » lors du choix de la politique approxi-
mativement gourmande, nous avons considéré également API(a) avec a = 0.1, la variation
conservative d’API décrite a I’équation (6.4) qui fait des petits pas, et qui differe seulement
de CPI(«) par le fait que 'opérateur approximativement gourmand utilise la distribution v au
lieu de dr, . En plus de ces algorithmes, nous considérons PSDP,.et NSPI(¢) avec les valeurs
¢ € {5,10,30}.

Afin de mesurer précisément leur qualité, nous considérons des MDPs de taille finie pour
lesquels la fonction de la valeur optimale peut étre calculée exactement. Plus précisément, nous
considérons des problemes “Garnet” introduits par Archibald et al. (1995), qui sont une classe
de MDPs finis construits aléatoirement. Ils ne correspondent & aucune application particuliere,
mais sont représentatifs de MDPs que ’on peut rencontrer en pratique. En bref, nous considérons
des problemes Garnet avec |S| € {50, 100,200}, |A| € {2,5,10}, et un facteur de branchement
dans {1,2,10}. L’opérateur gourmand approché utilisé par tous les algorithmes est implémenté
comme 'opérateur gourmand exact appliqué a une projection bruitée de la vraie fonction de
valeur sur un espace linéaire de dimension 1%. Cette projection est une projection orthogonale
par rapport a la norme quadratique pondérée par v ou d,  (pour CPI+ et CPI(a)) ol v est
uniforme.

Pour chacune des 3% = 27 instances des parametres de problemes Garnet, nous générons 30
MDPs Garnet i.i.d. (M;)i1<i<30. Pour chaque MDP M;, nous exécutons API, API(0.1), CPI+,

5. Nous avons implémenté un mécanisme simpliste de recherche linéaire, qui considére ’ensemble des pas
d’apprentissage 2°«a ol « est le pas minimal déterminé par CPI pour garantir une amélioration (cf. Kakade et
Langford (2002)).
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CPI(0.1), NSPI(¢) pour ¢ € {5,10,30} et PSDP, 30 fois. Pour chaque exécution, nous calcu-
lons, & chaque itération k£ € (1,100) la performance, c’est-a-dire la perte L;i = p(vr, — vr,)
par rapport a la politique optimale. La figure 6.2 montre des statistiques sur ces variables
aléatoires. Pour chaque algorithme, nous tragons des courbes d’apprentissage avec des inter-
valles de confiance qui rendent compte de la variabilité de la performance a travers les différentes
exécutions et les différents problemes tirés aléatoirement. Dans la partie “Compléments” de ’ar-
ticle (Scherrer, 2014), nous présentons des statistiques qui sont conditionnées aux valeurs de
ng, na et b, ce qui éclaire sur 'influence de ces parametres.

A partir de ces expériences et des statistiques, nous pouvons faire une série d’observations.
L’algorithme standard API est bien plus variable que les autres et tend & fournir les pires per-
formances en moyenne. CPI+ et CPI(«) ont une performance asymptotique moyenne similaire.
Si CPI(«) montre un peu moins de variabilité, il est beaucoup plus lent que CPI+ qui converge
toujours en un petit nombre d’itérations (la plupart du temps en moins de 10 itérations, et tou-
jours en moins de 20). API(«a)—Ila variation conservative naive d’API qui est aussi plus simple
que CPI(a)—est empiriquement proche de CPI(«), bien qu’étant en moyenne légeérement moins
bon. CPI+, CPI(a) et PSDP,, ont une performance moyenne similaire, mais la variabilité de
PSDP, est significativement moindre. PSDP, apparait ainsi comme donnant les meilleurs
résultats empiriques. NSPI({) constitue effectivement un pont entre API et PSDP,. En aug-
mentant ¢, le comportement de NSPI(¢) se rapproche progressivement de celui de PSDP ..
Avec ¢ = 30, NSPI(¢) est globalement meilleur que API(«), CPI+, et CPI(«), et est proche de
PSDP . Des expérimentations complémentaires ont montré que ’ensemble de ces observations
est stable par rapport aux parametres ng et ny. De maniere intéressante, les différences entre
les algorithmes tendent a se dissiper lorsque la dynamique du probléeme est de plus en plus
stochastique (lorsque le facteur de branchement augmente). Ceci est conforme & notre analyse
basée sur les constantes de concentrabilité : celles-ci sont toutes finies lorsque la dynamique est
fortement “mélangeante”, et leur différences relatives sont les plus grandes pour des dynamiques
déterministes.

6.4 Bilan et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons considéré plusieurs variations de PI pour les problemes a
horizon infini : API, CPI, NSPI(¢), API(«) et PSDP,. Nous avons en particulier expliqué le
fait que ’algorithme original que nous avons introduit avec Boris Lesner et décrit au chapitre
précédent, NSPI({), généralise API (obtenu lorsque ¢ = 1) et PSDP, (lorsque ¢ = o0). La
table 6.1 synthétise les garanties de performance de ces algorithmes. La plupart des bornes qui
y sont décrites sont a notre connaissance nouvelles.

L’un des premiers messages important de notre travail est que ce qui est habituellement
caché dans les constantes de concentrabilité compte. Les constantes impliquées dans les bornes
d’API, CPI, PSDP, et pour les principaux termes (& gauche) de NSPI(¢) peuvent étre ordonnés
de la pire a la meilleure comme suit : c@10) cL0) 07%), Cr, . Une hiérarchie détaillée de toutes
ces constantes est fournie a la figure 6.1. A notre connaissance, c’est la premiere fois qu’une
comparaison détaillée et complete des bornes de performance d’algorithmes de programmation
dynamique est effectuée, et notre hiérarchie des constantes a des implications qui vont au-dela
des schémas de type itération sur les politiques que nous avons considérés ici. En fait, plusieurs
autres algorithms de programmation dynamique, notamment AVI (Munos, 2007), API (Scherrer,
2013b), et AMPI (décrit au chapitre 4 et dans Scherrer et al. (2015)), ont des garanties qui sont
exprimées en fonction de la pire constante C'21:0) ce qui suggere qu'ils ne devraient pas étre
compétitifs avec ceux que nous avons décrits ici.

D’un point de vue purement technique, plusieurs de nos bornes sont dérivées par paires ; ceci
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est dii au fait que nous utilisons une nouvelle technique de preuve. Celle-ci a permis de dériver
une nouvelle borne de performance pour API, qui est meilleure que ’existant car elle implique la
constance C(19) au lieu de C31-9). Cela nous a également permis de dériver de nouvelles bornes
pour CPI (et sa variation algorithmique CPI(«)) qui est moins bonne en termes de garantie mais
meilleure du point de vue de la complexité en temps (O(%) au lieu de O(E%)) Nous pensons que
cette nouvelle technique pourrait étre utile dans de futures études sur la résolution approchée
de MDPs.

Résumons les principaux enseignement de notre étude. 1) Les garanties pour CPI peuvent
étre arbitrairement meilleures que celles d’API/API(«), parce qu’elle sont exprimées en fonction
de la meilleure constante de concentrabilité Cj,, mais ceci se fait au prix d’une augmentation
relative—exponentielle en %—du nombre d’itérations. 2) PSDP., combine les avantages d’API
et CPI : sa garantie de performance est similaire a celle de CPI, mais elle est obtenue en un
nombre d’itérations identique a celui d’API. 3) Contrairement & API qui requiert une mémoire
constante, la mémoire requise par CPI et PSDP., est proportionnelle au nombre d’itérations,
ce qui peut étre problématique lorsque le facteur d’actualisation ~ est proche de 1, ou lorsque
Perreur d’approximation € est proche de 0; nous avons montré que 1’algorithme NSPI(¢) permet
de faire un compromis entre la qualité de performance de PSDP, et la mémoire d’API.

La limite principale de notre analyse réside en I’hypothese, considérée tout au long de ce
chapitre, que tous les algorithmes disposent d’un operateur approximativement gourmand de
qualité e. Ceci n’est en général par réaliste, car on ne peut pas controler directement le niveau
de qualité e. De plus, la comparaison de tous les algorithmes par rapport a cette quantité est
limitée, car les probléemes d’optimisation sous-jacents sont de complexités variées : par exemple,
les méthodes comme CPI cherchent dans un espace de politiques stochastiques, tandis qu’API
se déplace dans un espace de politiques déterministes. Approfondir notre étude en explicitant ce
qui est caché dans ce terme e—comme nous ’avons fait dans le chapitre 4 pour AMPI—constitue
une perspective naturelle.

Dernier point, et non le moindre, du coté pratique, nous avons effectué des simulations
numériques qui confirment notre analyse que des algorithmes avec de meilleures constantes de
concentrabilité doivent étre préférés. Sur plus de 800 MDPs Garnet avec diverses caractéristiques,
CPI(«), CPI+ (CPI avec une recherche linéaire simpliste), PSDP., et NSPI(¢) ont des per-
formances qui surpassent significativement celles du schéma standard API. CPI+, CPI(«) et
PSDP, ont des performances moyennes similaires, mais PSDP,, est bien moins variable, ce
qui fait de lui globalement le meilleur algorithme. Finalement, NSPI(¢) permet de faire un pont
entre API et PSDP,, et permet d’atteindre des performances similaires a celle de PSDP, tout
en controlant la mémoire. Considérer d’autres instances de ces schémas algorithmiques, analyser
leurs performances et les tester empiriquement sur des problemes de plus grande taille constitue
I'une des perspectives les plus naturelles de ce travail.
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